Valés analizis gyakorlat, 2009. november 26.

1. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges 0 < a < b valds szamokhoz létezik olyan H C RP korlatos halmaz,
amire b(H) = a és k(H) = b.
2. Legyen A, B C R? két diszjunkt, korlatos halmaz. Rakjuk sorba nagysag szerint a kovetkez6 mennyiségeket:

K(AUB);  bAUB); k(A +kB);  bA) +b(B):; kA +bB):;  bA) +k(B).

3. Legyen H C RP korlatos halmaz. Igazak-e a kovetkezo allitasok?
a) Ha k(H) =0, akkor H € J.

b) Ha H € J, akkor 0H € J.

c) Ha OH € J, akkor H € J.

d) Ha H € J, akkor int H € J.

e) Ha H € J, akkor clH € J.

(f) Haint H € J és clH € J, akkor H € J.

4. Bizonyitsuk be, hogy egy A C RP korlatos halmaz akkor és csak akkor mérhetd, ha barmely B C RP
halmazra

k(B) = k(BN A) + k(B\ A).

5. Legyen R C P(RP) halmazgytrt és u : R — R. Nevezziink egy A € R halmazt p-mérhetének, ha
barmely B € R esetén u(B) = u(B N A) + pu(B\ A). Bizonyitsuk be, hogy a pu-mérheté halmazok R-
nek egy részgytrijét alkotjék, és ezen a részgytrin p additiv, azaz tetszoleges A, B diszjunkt, p-mérheto
halmazokra (AU B) = u(A) + u(B).

Hazi feladatok
6. Legyen H C RP korlatos halmaz. Igazak-e a kovetkezo allitasok?
(a) Ha clH € J, akkor H € J.
(b) Ha H zart és H € J, akkor int H € J.
(c) Ha H nyilt és H € J, akkor cl H € J.
(d) Ha k(int H) = b(cl H), akkor H € J.
(e) OH € J.
7. Bizonyitsuk be, hogy ha A C B C R? és B Jordan-mérhet6, akkor

t(B) = k(A) + b(B \ A).

8. Bizonyitsuk be, hogy egy A C RP korldatos halmaz akkor és csak akkor mérhetd, ha barmely B C RP
halmazra

b(B) = b(BNA) +b(B\ A).

9. Bizonyitsuk be, hogy ha F; D F; D ... korldtos, zart halmazok és [ F,, nullmértékii, akkor k(F,) — 0.

n=1



