
Valós anaĺızis gyakorlat, 2009. november 30.

1. Igazoljuk, hogy ha m : (J) → R nemnegat́ıv, addit́ıv, eltolás-invariáns és normált, akkor m = t.

2. Legyenek A1, . . . , An mérhető halmazok az egységkockában, és tegyük fel, hogy a mértékeik összege
nagyobb, mint k. Bizonýıtsd be, hogy van olyan pont, amely a halmazok közül több, mint k-nak eleme.

3. Legyenek A ⊂ R
p, B ⊂ R

q korlátos halmazok. Igaz-e, hogy
(a) k(p+q)(A × B) = k(p)(A) · k(q)(B) ?
(b) b(p+q)(A × B) = b(p)(A) · b(q)(B) ?
(c) Ha A és B mérhető, akkor A × B is mérhető és t(p+q)(A × B) = t(p)(A) · t(q)(B) ?

4. Legyen A ⊂ [a, b] Jordan-mérhető R-ben. Kössük össze A minden pontját egy adott śıkbeli ponttal.
Bizonýıtsd be, hogy az ı́gy kapott szakaszok uniója Jordan-mérhető a śıkban. Mennyi a területe?

5. Igaz-e, hogy ha A ⊂ R mérhető, akkor

{(x, y) :
√

x2 + y2 ∈ A} ⊂ R
2

is mérhető?

6. Igazoljuk, hogy ha B1, B2, . . . ⊂ R
p páronként diszjunkt, nýılt gömbök, akkor
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7. Tetszőleges ε > 0 esetén mutassunk példát olyan nýılt halmazra, aminek belső mértéke kisebb, mint ε,
külső mértéke pedig 1-nél nagyobb.

8. A Γ-függvény seǵıtségével ı́rd fel a gömb térfogatképletét olyan alakban, hogy ugyanaz a képlet legyen
érvényes páros és páratlan dimenzióban is. Mennyi legyen a féldimenziós gömb térfogata?

9. Létezik-e differenciálható Peano-görbe? (Azaz, olyan [0, 1] → R
2 differenciálható leképezés, amelynek

értékkészlete [0, 1]2.)

Házi feladatok

10. Igazoljuk, hogy ha A, B ⊂ R
p és cl A ∩ cl B nullmértékű, akkor k(A ∪ B) = k(A) + k(B).

11. Legyen A ⊂ R
p Jordan-mérhető. Igaz-e, hogy az

⋃

a∈A

[0, a] halmaz (az origót az A-beli pontokkal

összekötő szakaszok uniója) mérhető?

12. Mutassuk meg, hogy tetszőleges 0 ≤ c ≤ d < ∞-hez létezik olyan korlátos, zárt halmaz, aminek belső
mértéke c, külső mértéke d.

13. Legyen f : [0, 1] → R
2 egyszerű folytonos görbe. Igaz-e, hogy a képe nullmértékű?

14. Tetszőleges H ⊂ R
p korlátos halmaz esetén legyen B(H) az (egyik) legnagyobb nýılt gömb, ami H-nak

részhalmaza; ha H belseje üres, akkor legyen B(H) = ∅. Egy A0 ⊂ R
p Jordan-mérhető halmazból kiindulva

képezzük az A1, A2, . . . halmazsorozatot az An+1 = An \B(An) rekurzióval. Igazoljuk, hogy lim b(An) = 0.


