Valés analizis gyakorlat, 2009. november 30.

1. Igazoljuk, hogy ha m : (J) — R nemnegativ, additiv, eltolds-invaridns és normaélt, akkor m = t.

2. Legyenek Ap,..., A, mérhet6 halmazok az egységkockaban, és tegyiik fel, hogy a mértékeik Gsszege
nagyobb, mint k. Bizonyitsd be, hogy van olyan pont, amely a halmazok koziil tobb, mint k-nak eleme.

3. Legyenek A C R?, B C R? korlatos halmazok. Igaz-e, hogy
(a) k(?’ﬂ)(A x B) = k(p)(A) . k(Q)(B) ?
(b) pp+a) (Ax B) = b(P) (A)- b(‘l)(B) ?
(c) Ha A és B mérhetd, akkor A x B is mérhetd és t?+9 (A x B) = t®)(A) - t@(B) ?

4. Legyen A C [a,b] Jordan-mérhet6 R-ben. Kossiik 0ssze A minden pontjat egy adott sikbeli ponttal.
Bizonyitsd be, hogy az igy kapott szakaszok uniéja Jordan-mérheté a sikban. Mennyi a teriilete?

5. Igaz-e, hogy ha A C R mérheto, akkor

{(z,y) : /22 +9y2 € A} C R?

is mérhet6?
6. Igazoljuk, hogy ha By, Bs,... C RP paronként diszjunkt, nyilt gombok, akkor

b([jB) - gb(B,-).

7. Tetszoleges € > 0 esetén mutassunk példat olyan nyilt halmazra, aminek belsé6 mértéke kisebb, mint ¢,
kiils6 mértéke pedig 1-nél nagyobb.

8. A I'-fiiggvény segitségével ird fel a gomb térfogatképletét olyan alakban, hogy ugyanaz a képlet legyen
érvényes paros és paratlan dimenzidban is. Mennyi legyen a féldimenziés gomb térfogata?

9. Létezik-e differencidlhaté Peano-gorbe? (Azaz, olyan [0,1] — R? differencialhaté leképezés, amelynek
értékkészlete [0,1]2.)

Hazi feladatok

10. Igazoljuk, hogy ha A, B C R? és cl AN cl B nullmértékii, akkor k(AU B) = k(A) + k(B).

11. Legyen A C R? Jordan-mérhetd. Igaz-e, hogy az U[O,a] halmaz (az origét az A-beli pontokkal
acA

Osszekotd szakaszok uniéja) mérhetd?

12. Mutassuk meg, hogy tetszdleges 0 < ¢ < d < oo-hez létezik olyan korlatos, zart halmaz, aminek bels6

mértéke c, kiils6 mértéke d.

13. Legyen f : [0,1] — R? egyszerii folytonos gorbe. Igaz-e, hogy a képe nullmértékii?
14. Tetsz6leges H C R? korlatos halmaz esetén legyen B(H) az (egyik) legnagyobb nyilt gémb, ami H-nak

részhalmaza; ha H belseje tires, akkor legyen B(H) = ). Egy Ay C R? Jordan-mérhet$ halmazbdl kiindulva
képezziik az Ay, As, ... halmazsorozatot az A, 1 = A, \ B(A,) rekurziéval. Igazoljuk, hogy limb(A,,) = 0.



