Valés analizis gyakorlat, 2010. februar 9.
1. Szamitsuk ki a kovetkezd Stieltjes-integralokat.
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2. Legyen f:(0,1) = R, f(z) = zsin 2. Korldtos valtozdst-e a fiiggvény? Abszolit folytonos-e?
3. Legyen f : [a,b] — R. Melyik igaz az aldbbi allitdsok koziil?

(a) Ha f korlatos valtozasu, akkor f folytonos.

(b) Ha f korlatos véltozasi, akkor f Riemann-integralhato.

(c) Ha f Lipschitz, akkor f korlatos valtozasu.

(d) Ha f Lipschitz, akkor f abszolut folytonos.

(e) Ha f abszolit folytonos, akkor f egyenletesen folytonos.

(f) Ha f abszolut folytonos, akkor a fab df Stieltjes-integrél létezik.

(g) Ha f folytonos és korlatos valtozasu, akkor f abszolut folytonos.
4. Legyen aq, as, ... pozitiv valos szamok egy olyan sorozata, amire
x
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(Ilyenek példdul a primszamok.) Bizonyitsuk be, hogy > é = 00.
5. A sikon az origé kozepti, R > 1 sugari korbe esé rdcspontok szama R*1 + O(R”), ahol ¥ < 1. (J =1
trividlis; ¥ = 2/3 elemi; ¥ = 131/208 ~ 0.62981 ismert; ¥ = 1/2-re nem igaz.)

Ennek felhasznéalasaval becsiiljiikk meg a korbe eso, origdtél kiilonbozo racspontok origétol mért tavolsdganak
szorzatat.

6. Legyen f,g: [a,b] — R és tegyiik fel, hogy az f b f dg Stieltjes-integral 1étezik. Igazoljuk, hogy ha f és
g folytonos a ¢ € (a,b) pontban, akkor a h(x f f dg figgvény is folytonos c-ben.

7. Hogyan definidlhatnank az fa f-1dg| mtegralt? Mondjunk elégséges feltételeket a létezésére!

8. Terjessziik ki a Stieltjes-integrélt improprius értelemben. Legyen —oco < oo < f < o0, f,g9: (o, ) = R
és tegyiik fel, hogy az fab f dg Stieltjes integral 1étezik tetszéleges [a,b] C («, §) intervallumban. Legyen
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Igazoljuk, hogy ha ff |f| - | dg| véges, akkor fff dg konvergens.
Hazi feladatok
9. (a) Szamitsd ki a kovetkez6 Stieltjes-integralokat.
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(b) Szamitsd ki ugyanezeket az integralokat parcialis integralassal is.
10. Legyen f: (0,1) — R, f(x) = zsinlogz. Korlatos valtozdsi-e a fliggvény? Abszolut folytonos-e?
11. Legyen f : [a,b] — R. Melyik igaz az alabbi allitasok koziil?

(a) Ha f monoton, akkor f korlatos véltozast.

(b) Ha f folytonos, akkor f korldtos véltozasu.

(c) Ha f folytonos és korlatos véltozasi, akkor f Lipschitz.
(d) Ha f korldtos valtozasu, akkor az [a, b] intervallum felbonthaté megszamlélhaté sok olyan interval-
lumra, amelyeken f monoton.

(e) Ha a f df Stieltjes-integral 1étezik, akkor f abszolut folytonos.

(f) Ha f abszolut folytonos, akkor f Riemann-integralhato.

12. Legyen ay, as, ... pozitiv valés szamok egy olyan sorozata, amire
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(Ilyenek példaul az ikerprimek.) Bizonyitsd be, hogy > i konvergens.
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