
Valós anaĺızis gyakorlat, 2010. február 23.

1. Legyen P = {(u, v) ∈ [0, 1]2 : u2 + v2 ≤ 1}, g(u, v) = (u, v, u2 + v2), F = g(P ) és f(x, y, z) = (x, y, z).
Számı́tsuk ki a következő integrálokat.
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∫
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F

〈f, dS〉 ;

∫

F

f × dS.

2. Mi az egydimenziós Gauss-Osztogradszkij tétel?

3. Legyen B =
{

(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 1
}

és f(x, y, z) = (yz, x − z, z − y).

∫

∂B

〈f, dS〉 =?

4. Differenciálható-e az f(t) =

∫ t

1

ex2t dx függvény? Mi a deriváltja?

5. Legyen f : R
2 → R folytonos, és G(x) =

∫ x2

−x

f(x, y) dy.

(a) Igazold, hogy G folytonos.
(b) Igazold, hogy ha f folytonosan differenciálható, akkor G is folytonosan differenciálható. Mi G′?

6. Csináljunk parciális integrálást a kétdimeziós Newton-Leibniz (Green) formulával.

7. Legyen F folytonosan differenciálható paraméteres felület a térben, amit a g egyszerű, zárt, rekti-
fikálható görbe határol úgy, hogy a peremgörbe és a felület iránýıtása a jobbkézszabálynak megfelelő, azaz
a peremgörbe ősképe a paramétertartományban pozit́ıv iránýıtású.

Bizonýıtsuk be, hogy ha f : R
3 → R

3 folytonosan differenciálható, akkor

∫

F

〈rot f, dS〉 =

∫

g

〈f, dx〉 .

Házi feladatok

8. Legyen B =
{

(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 1
}

és f(x, y, z) = (yz, x − z, z − y).

∫

∂B

f × dS =?

9. Differenciálható-e az f(t) =

∫ t

1

∫ t

1

exyt dx dy (t > 1) függvény? Mi a deriváltja?

10. Legyen f : R
3 → R folytonos, és G(r) =

∫

x2+y2≤r2 f(x, y, r) dx dy (r > 0).

(a) Igazold, hogy G folytonos.
(b) Igazold, hogy ha f folytonosan differenciálható, akkor G is folytonosan differenciálható. Mi G′?

11. Legyen G ⊂ R
2 nýılt, g : [0, 1] → G egyszerű, zárt, rektifikálható, pozit́ıv iránýıtású görbe, A ⊂ G a g

belseje és f : G → R
3 folytonosan differenciálható. Bizonýıtsd be, hogy

∫

A

(Dxf × Dyf) dx dy =
1

2

∫

f◦g

x × dx.

12. Igazoljuk, hogy a Gauss-Osztrogradszkij és a Stokes-tétel akkor is teljesül (mondjuk tetraéderre, majd
poliéderekre), ha a vektormező differenciálható, és a koordinátafüggvényeinek a parciális deriváltjai in-
tegrálhatók.
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