Valos analizis gyakorlat, 2010. marcius 2.

1. Igazoljuk, hogy ha egy halmaz benne van az A halmazrendszer altal generalt gytiriiben, akkor benne
van az A egy alkalmas véges részrendszere altal generdlt gytriiben is.
2. (a) Milyen gyfir(it generalnak az [a, c0) alaki félegyenesek?
(b) Milyen o-gyfiriit generdlnak az [a, 00) alaki félegyenesek?
(c) Hany elem (mekkora szamossagi halmaz) generalja a Borel-halmazok o-gytiriijét?
3. Legyen A és B o-gyuri. Milyen halmazokbdl all az AU B altal generalt o-gytr?

4. Legyen ) a,, abszolut konvergens sor, (g,) a racionélis szamok egy felsorolasa, és tetszéleges X € P(R)-

re u(X) = > a,. Mi a p fiiggvény Jordan-felbontasa? Mi a totdlis varidcidja?
QnEX

5. Legyen f : [a,b] — R rogzitett fliggvény, és legyen m([c,d)) = f(d) — f(¢) minden a < ¢ < d < d esetén.
Legyen p az m halmazfliggvény (egyértelmii) kiterjesztése a [c,d) intervallumok &ltal generdlt gyfirtire,
tovabba legyen 7, v és 7 a p halmazfiiggvény pozitiv, negativ, illetve totalis varidcidja. Bizonyitsuk be,
hogy

(a) Minden a < b < ¢ < d-re 7([c,d)) =V (f; e, d]);

(b) f(x) — f(a) = p(la,z)) = 7([a,x)) — v(]a,x)) minden olyan = € [a,b]-re, amelyre a jobboldal
értelmes.
6. Igazoljuk, hogy minden nyilt halmaz F, és minden zart halmaz Gjy.

7. Bizonyitsuk be, hogy az F,, illetve a Gy, tulajdonsagt halmazok rendszerei zartak a véges metszetre és
a véges uniora.

8. Legyen f, : [a,b] — R folytonos minden n-re. Mutassuk meg, hogy az {x : f,(x)konvergens} hal-
maz Fs.

9. Milyen kicsi lehet egy végtelen o-gyliri szamossaga?
Hazi feladatok
10. Igazoljuk, hogy ha egy halmaz benne van az A halmazrendszer dltal generalt o-gytriiben, akkor benne
van az A egy alkalmas megszamldlhaté részrendszere altal generalt o-gytriiben is.
11. Igazoljuk, hogy egy komplex hatvanysor konvergenciahalmaza a siknak F,s tipust részhalmaza.

12. Legyen 7 az [a,b) X [c, d) alakd, félig nyilt téglalapok rendszere.
(a) Igazoljuk, hogy 7 félgytirii.
(b) Mi a 7 éltal generalt gytiri?
(c) Igazoljuk, hogy tetszéleges f : T — R fiiggvény akkor és csak akkor additiv, ha létezik olyan
g : R* — R fliggvény, amire f([a,b) x [¢,d)) = g(b,d) — g(a,d) — g(b, ¢) + g(a,b).

(d) Mit jelentsen az, hogy egy f : [a,b] X [¢,d] — R figgvény ,,korldtos vdltozdsi”?

13. Igazoljuk, hogy FJ(;U(;(RTL) C G(;U(;J(;(Rn).

14. Bizonyitsuk be, hogy az F,s, illetve a G, tulajdonsagi halmazok rendszerei zartak a véges metszetre
és a véges uniéra.

15. Hany Borel-halmaz van R"-ben?
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