
Valós anaĺızis gyakorlat, 2010. március 2.

1. Igazoljuk, hogy ha egy halmaz benne van az A halmazrendszer által generált gyűrűben, akkor benne
van az A egy alkalmas véges részrendszere által generált gyűrűben is.

2. (a) Milyen gyűrűt generálnak az [a,∞) alakú félegyenesek?
(b) Milyen σ-gyűrűt generálnak az [a,∞) alakú félegyenesek?
(c) Hány elem (mekkora számosságú halmaz) generálja a Borel-halmazok σ-gyűrűjét?

3. Legyen A és B σ-gyűrű. Milyen halmazokból áll az A∪ B által generált σ-gyűrű?

4. Legyen
∑

an abszolút konvergens sor, (qn) a racionális számok egy felsorolása, és tetszőleges X ∈ P (R)-
re µ(X) =

∑

qn∈X

an. Mi a µ függvény Jordan-felbontása? Mi a totális variációja?

5. Legyen f : [a, b] → R rögźıtett függvény, és legyen m([c, d)) = f(d)−f(c) minden a ≤ c < d ≤ d esetén.
Legyen µ az m halmazfüggvény (egyértelmű) kiterjesztése a [c, d) intervallumok által generált gyűrűre,
továbbá legyen π, ν és τ a µ halmazfüggvény pozit́ıv, negat́ıv, illetve totális variációja. Bizonýıtsuk be,
hogy

(a) Minden a ≤ b < c ≤ d-re τ
(

[c, d)
)

= V
(

f ; [c, d]
)

;
(b) f(x) − f(a) = µ([a, x)) = π([a, x)) − ν([a, x)) minden olyan x ∈ [a, b]-re, amelyre a jobboldal

értelmes.

6. Igazoljuk, hogy minden nýılt halmaz Fσ és minden zárt halmaz Gδ.

7. Bizonýıtsuk be, hogy az Fσ, illetve a Gδ, tulajdonságú halmazok rendszerei zártak a véges metszetre és
a véges unióra.

8. Legyen fn : [a, b] → R folytonos minden n-re. Mutassuk meg, hogy az {x : fn(x) konvergens} hal-
maz Fσδ.

9. Milyen kicsi lehet egy végtelen σ-gyűrű számossága?

Házi feladatok

10. Igazoljuk, hogy ha egy halmaz benne van az A halmazrendszer által generált σ-gyűrűben, akkor benne
van az A egy alkalmas megszámlálható részrendszere által generált σ-gyűrűben is.

11. Igazoljuk, hogy egy komplex hatványsor konvergenciahalmaza a śıknak Fσδ t́ıpusú részhalmaza.

12. Legyen T az [a, b) × [c, d) alakú, félig nýılt téglalapok rendszere.
(a) Igazoljuk, hogy T félgyűrű.
(b) Mi a T által generált gyűrű?
(c) Igazoljuk, hogy tetszőleges f : T → R függvény akkor és csak akkor addit́ıv, ha létezik olyan

g : R
2 → R függvény, amire f

(

[a, b) × [c, d)
)

= g(b, d) − g(a, d) − g(b, c) + g(a, b).
(d) Mit jelentsen az, hogy egy f : [a, b] × [c, d] → R függvény ,,korlátos változású”?

13. Igazoljuk, hogy Fσδσδ(R
n) ⊂ Gδσδσδ(R

n).

14. Bizonýıtsuk be, hogy az Fσδ, illetve a Gδσ tulajdonságú halmazok rendszerei zártak a véges metszetre
és a véges unióra.

15. Hány Borel-halmaz van R
n-ben?
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