Valos analizis gyakorlat, 2010. marcius 9.

1. Miért nem kiils6 mérték a kiilsé Jordan-mérték a korlatos halmazok gytiriijén?
2. Tetsz6leges ¢ > O-ra adjunk meg olyan sfirfi nyilt G C R halmazt, amire \(G) < «.

3. Legyen X nem megszamlalhaté halmaz, M pedig az X véges részhalmazai altal generalt o-algebra.
a) Jellemezziik M halmazait!
b) Konstrualjunk olyan « valésziniiségi mértéket M-en, mely szerint a véges halmazok 0 mértékiiek!
¢) Hatdrozzuk meg az « éltal generalt ¢, kiils6 mértéket!
d) Mi a ¢,, altal meghatérozott mérték és mely halmazok mérhetSek?
99

4. Létezik-e olyan H C R halmaz, amelyre barmely a < b esetén 0 < \((a,b) N H) < m(b —a)?

5. Igaz-e, hogy ha egy R-beli halmaz (a) minden Borel-halmazt; (b) minden G4 halmazt; (c) minden F, hal-
mazt; (d) minden nyilt halmazt; (e) minden zart halmazt; (f) minden intervallumot; (g) minden egységnyi
hosszisagu intervallumot jol vag ketté a kiilso Lebesgue-mérték szerint, akkor Lebesgue-mérheto?

6. Konstrudlj olyan H C R Borel-halmazt, amelyre tetszileges a < b esetén A((a,b) NH) >0 és
A(a,b)\ H) > 0.
Hazi feladatok

7. a) Igazoljuk, hogy megszamlalhaté sok siirti G5 halmaz metszete siirti Gy.
b) Igazoljuk, hogy @ nem Gj.
8. Bizonyitsuk be, hogy barmely f : R — R fiiggvényre f folytonossagi pontjainak halmaza Gj.
9. Bizonyitsuk be, hogy ha A, C R? és Y °°  A(A,) < oo, akkor azon pontok halmaza, amelyek végtelen
sok A,-nek elemei, nullmértékii. (Borel-Cantelli lemma)
10. Bizonyitsuk be Lebesgue integral nélkiil, hogy ha f, : [0,1] — [0, 1] folytonos és f,(z) — 0 minden
z € [0, 1]-re, akkor fol fo(z)dz — 0!
11. a) Igazoljuk, hogy ha H C R? mérhetd, A\(H) > 0, akkor H — H tartalmaz 0 koriili gdmbdét. (Steinhaus
tétele
b))Igazoljuk, hogy ha A, B C RP mérhetd pozitiv mértékii halmazok, akkor A + B belseje nem-iires.
¢) Igazoljuk, hogy ha A C RP? pozitiv mérték mérhet6 és B C RP pozitiv kiils6 mértékii halmaz, akkor
A + B belseje nem-iires.
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