Valés analizis gyakorlat, 2010. marcius 16.

1. (a) Igazoljuk, hogy ha p mérték egy o-gytiriin, akkor a o-véges halmazok o-gyfirtit alkotnak.
(b) Milyen o-algebrat generdlnak a o-véges halmazok?

2. Legyen p eltolds-invaridans mérték R Borel-halmazain, amire u([O,l]) < oo. lIgazoljuk, hogy p a
Lebesgue-mérték konstansszorosa.

3. Legyen f(x) = { (1] Ez i ;8 g(w) = |z] és h(z) = [x]. Hatdrozzuk meg a 7, fi,, 11, Lebesgue-

Stieltjes kiils6 mértékeket és a mérhet6 halmazok rendszerét.
4. Legyen f : R — R monoton novo fiiggvény, és tetszoleges a < b esetén u([a, b]) = f(b+0)— f(a—0).
Milyen mértéket generdl ez a fliggvény?
5. Igazoljuk, hogy tetszoleges Lebesgue-mérheté6 H halmazhoz léteznek olyan F, B C H és Gs K D H
mérheté halmazok, amikre \(B) = A(K) = A(H).
6. Legyen H tetszOleges halmaz R™-ben, és M C R"™. Azt mondjuk, hogy M mérheté burka H-nak, ha M
mérhetd, és tetszbleges X D H mérheté halmazra A(M \ X) = 0.

Létezik-e (a)) nyilt; (b) zart; (c) Fy; (d) Gs mérheté burka minten R"-beli halmaznak?
7. (a) Mérheté burok-e a mérhet6 burkok metszete?

(b) A mérheté burkok kozott 1étezik-e (eteleg tobb) minimélis?

Hazi feladatok

8. Igazoljuk, hogy R"™ Borel-halmazain minden eltolds-invarians, totalisan o-additiv mérték a Lebesgue-
mérték konstansszorosa.

9. Legyen f : R — R monoton novd fiiggvény, és tetszbleges a < b esetén p((a,b)) = f(b—0) — f(a+0).
Milyen mértéket generdl ez a fiiggvény?

10. Legyen f : I — R szigorian monoton névé, folytonos fliggvény. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges
H C I-re i (H) = M f(h)).
Mutassuk meg, hogy H akkor és csak akkor pp-mérhetd, ha f(H) Lebesgue-mérhetd.
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