
Valós anaĺızis gyakorlat, 2010. március 16.

1. (a) Igazoljuk, hogy ha µ mérték egy σ-gyűrűn, akkor a σ-véges halmazok σ-gyűrűt alkotnak.
(b) Milyen σ-algebrát generálnak a σ-véges halmazok?

2. Legyen µ eltolás-invariáns mérték R Borel-halmazain, amire µ
(

[0, 1]
)

< ∞. Igazoljuk, hogy µ a
Lebesgue-mérték konstansszorosa.

3. Legyen f(x) =

{

0 ha x < 0
1 ha x ≥ 0,

g(x) = ⌊x⌋ és h(x) = ⌈x⌉. Határozzuk meg a µf , µg, µh Lebesgue-

Stieltjes külső mértékeket és a mérhető halmazok rendszerét.

4. Legyen f : R → R monoton növő függvény, és tetszőleges a ≤ b esetén µ
(

[a, b]
)

= f(b + 0) − f(a − 0).
Milyen mértéket generál ez a függvény?

5. Igazoljuk, hogy tetszőleges Lebesgue-mérhető H halmazhoz léteznek olyan Fσ B ⊂ H és Gδ K ⊃ H

mérhető halmazok, amikre λ(B) = λ(K) = λ(H).

6. Legyen H tetszőleges halmaz R
n-ben, és M ⊂ R

n. Azt mondjuk, hogy M mérhető burka H-nak, ha M

mérhető, és tetszőleges X ⊃ H mérhető halmazra λ(M \ X) = 0.
Létezik-e (a)) nýılt; (b) zárt; (c) Fσ; (d) Gδ mérhető burka minten R

n-beli halmaznak?

7. (a) Mérhető burok-e a mérhető burkok metszete?
(b) A mérhető burkok között létezik-e (eteleg több) minimális?

Házi feladatok

8. Igazoljuk, hogy R
n Borel-halmazain minden eltolás-invariáns, totálisan σ-addit́ıv mérték a Lebesgue-

mérték konstansszorosa.

9. Legyen f : R → R monoton növő függvény, és tetszőleges a < b esetén µ
(

(a, b)
)

= f(b − 0) − f(a + 0).
Milyen mértéket generál ez a függvény?

10. Legyen f : I → R szigorúan monoton növő, folytonos függvény. Bizonýıtsuk be, hogy tetszőleges
H ⊂ I-re µf (H) = λ

(

f(h)
)

.
Mutassuk meg, hogy H akkor és csak akkor µf -mérhető, ha f(H) Lebesgue-mérhető.
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