
Valós anaĺızis gyakorlat, 2010. március 30.

1. Bizonýıtsd be, hogy minden monoton R → R függvény Borel-mérhető.

2. Bizonýıtsd be, hogy minden folytonos R → R függvény Lebesgue-mérhető.

3. Legyen f : R → R Borel-mérhető, és g : M → R mérhető valamely (M, µ) mértéktéren. Bizonýıtsd be,
hogy az f ◦ g függvény µ-mérhető.

4. Mutassunk példát olyan korlátos, Lebesgue-integrálható [a, b] → R függvényre, ami nem Riemann-
integrálható.

5. Igaz-e, hogy ha f > 0 a mérhető, pozit́ıv mértékű A-n, akkor
∫

A
fdµ > 0 ?

6. Kicserélhetjük-e az inf-et sup-ra és a sup-ot inf-re az integrál defińıciójában?

7. Adott mérhető f : X → C függvényre melyikből következik a másik?
(i) f integrálható X-en,
(ii) |f | integrálható X-en.

8. Mutass példát olyan, pontonként konvergens fn : [0, 1] → R függvénysorozatra, amire lim
∫

1

0
fn létezik,

de lim
∫

1

0
fn 6=

∫
1

0
lim fn.

9. Kicserélhetjük-e a Fatou lemmában a liminf-et limsup-ra?

10. Bizonýıtsuk be a Fatou lemmából a Lebesgue féle monoton konvergencia tételt!

11. Bizonýıtsd be Luzin tételét: Ha f : [a, b] → R mérhető, akkor minden ε > 0-hoz létezik olyan ε-nál
kisebb mértékű D halmaz, hogy f folytonos [a, b] \ D-n.

12. Konstruáljunk olyan [0, 1] → R függvényt, ami semmilyen teljes mértékű halmazra megszoŕıtva sem
folytonos.

Házi feladatok

13. Legyen f : [a, b] → R korlátos függvény. Melyikből következik melyik?
(i) f m.m. x ∈ [a, b] -ben folytonos.
(ii) Van olyan folytonos függvény, amellyel f m.m. x-ben megegyezik.
(iii) Van olyan nullmértékű H halmaz, hogy [a, b] \ H-ra megszoŕıtva f folytonos.
(iv) f Riemann integrálható [a, b]-n.

14. Bizonýıtsd be, hogy Borel-mérhető függvények kompoźıciója Borel-mérhető.

15. Mutass példát olyan Riemann-integrálható függvényre, ami nem Borel-mérhető.

16. Igaz-e, hogy minden Riemann-integrálható függvény Lebesgue-mérhető?

17. Igazoljuk, hogy minden f : [a, b] → R Lebesgue-mérhető függvényhez létezik olyan g : [a, b] → R

Borel-mérhető függvény, amire f = g m.m.

18. Igaz-e, hogy ha fn nemnegat́ıv és µ-mérhető a µ-mérhető A-n és
∫

A
fndµ < 1/n, akkor fn → 0 µ-m.m.?

19. Létezik-e olyan korlátos, Lebesgue-integrálható f : [a, b] → R függvény, amihez nem létezik olyan
g : [a, b] → R Riemann-integrálható függvény, amire f = g m.m.?

20. Létezik-e olyan f : R → [0,∞) mérhető függvény, amelynek minden intervallumon +∞ az integrálja?
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