Valés analizis gyakorlat, 2010. marcius 30.

1. Bizonyitsd be, hogy minden monoton R — R fliggvény Borel-mérhetd.
2. Bizonyitsd be, hogy minden folytonos R — R fiiggvény Lebesgue-mérheto.
3. Legyen f: R — R Borel-mérhetd, és g : M — R mérhet6 valamely (M, p) mértéktéren. Bizonyitsd be,
hogy az f o g fliggvény u-mérheto.
4. Mutassunk példat olyan korldtos, Lebesgue-integralhaté [a,b] — R fliggvényre, ami nem Riemann-
integralhato.
5. Igaz-e, hogy ha f > 0 a mérhetd, pozitiv mértékt A-n, akkor fA fdpu>07
6. Kicserélhetjiik-e az inf-et sup-ra és a sup-ot inf-re az integrél definiciéjaban?
7. Adott mérhet6 f: X — C fliggvényre melyikbol kovetkezik a masik?
(i) f integrélhaté X-en,
(ii) | f| integralhaté X-en.
8. Mutass példat olyan, pontonként konvergens f, : [0,1] — R fliggvénysorozatra, amire lim fol fn létezik,
de lim [} fo # [o lim f,.
9. Kicserélhetjiik-e a Fatou lemmaban a liminf-et limsup-ra?
10. Bizonyitsuk be a Fatou lemmabdl a Lebesgue féle monoton konvergencia tételt!

11. Bizonyitsd be Luzin tételét: Ha f : [a,b] — R mérhetd, akkor minden £ > 0-hoz létezik olyan e-nél
kisebb mérték{i D halmaz, hogy f folytonos [a,b] \ D-n.

12. Konstrualjunk olyan [0,1] — R fiiggvényt, ami semmilyen teljes mérték{i halmazra megszoritva sem
folytonos.

Hazi feladatok

13. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény. Melyikbol kovetkezik melyik?

(i) f m.m. = € [a,b] -ben folytonos.

(ii) Van olyan folytonos fiiggvény, amellyel f m.m. xz-ben megegyezik.

(iii) Van olyan nullmértékii H halmaz, hogy [a, b] \ H-ra megszoritva f folytonos.

(iv) f Riemann integralhaté [a, b]-n.
14. Bizonyitsd be, hogy Borel-mérhet6 fliggvények kompozicidja Borel-mérheto.
15. Mutass példat olyan Riemann-integralhaté fiiggvényre, ami nem Borel-mérheto.
16. Igaz-e, hogy minden Riemann-integralhaté fiiggvény Lebesgue-mérhet6?
17. Tgazoljuk, hogy minden f : [a,b] — R Lebesgue-mérheté fiiggvényhez létezik olyan ¢ : [a,b] — R
Borel-mérhet6 fliggvény, amire f = ¢ m.m.
18. Igaz-e, hogy ha f,, nemnegativ és p-mérhet6 a p-mérheté A-n és TAfnd,u < 1/n, akkor f, — 0 p-m.m.?
19. Létezik-e olyan korldtos, Lebesgue-integralhaté f : [a,b] — R fliggvény, amihez nem létezik olyan
g : [a,b] — R Riemann-integralhaté fliggvény, amire f = g m.m.?

20. Létezik-e olyan f : R — [0, 00) mérhetd fliggvény, amelynek minden intervallumon +oco az integralja?

http://www.cs.elte.hu/ kosgeza/oktatas/anal-2010-1



