Valés analizis gyakorlat, 2010. aprilis 13.

1. Létezik-e, és ha igen, mennyi?
n

lim (1 + £>n e 2 dx
n—oo 0 n

2. Létezik-e olyan f : R — [0, 00) mérhetd fiiggvény, amelynek minden intervallumon +oo az integrélja?
3. Igaz-e, hogy Lebesgue-mérheté R — R fliggvények tetszoleges sorozatabdl kivalaszthatd olyan részsorozat,
aminek egy 0-mértékii halmazon kiviil pontonként van hatarértéke?

4. Igaz-e, hogy ha f integralhat6 egy (X, M, ) mértéktéren, akkor minden £ > 0 -hoz megadhaté 6 > 0
gy, hogy valahdnyszor p(A) < 0, akkor [, |f| du <e?

5. Igaz-e, hogy ha f,, nemnegativ és p-mérhet6 a p-mérheté A-n és fA fndu < 1/n?, akkor f,, — 0 p-m.m.?
6. Legyen A C R véges mértékii Lebesgue-mérheto halmaz. Igazoljuk, hogy

lim [ sin(nz)d\ = 0.

n—oo A

7. Igaz-e, hogy tetszoleges Lipschitz fiiggvény el6all egy alkalmas korldtos Borel-mérheto fiiggvény in-
tegralfiiggvényeként?
Hazi feladatok

8. Legyen f : [a,b] — R korldtos fiiggvény. Melyikbdl kovetkezik melyik?

(i) f m.am. z € [a, b] -ben folytonos.

(ii) Van olyan folytonos fiiggvény, amellyel f m.m. x-ben megegyezik.

(iii) Van olyan nullmértékii H halmaz, hogy [a, b] \ H-ra megszoritva f folytonos.

(iv) f Riemann integrélhaté [a, b]-n.
9. Igazoljuk, hogy minden f : [a,b] — R Lebesgue-mérhet$ fiiggvényhez létezik olyan g : [a,b] — R
Borel-mérhet6 fiiggvény, amire f = g m.m.
10. Igaz-e, hogy ha f, nemnegativ és g-mérhetd a p-mérhetd A-nés [, fodp < 1/n, akkor f, — 0 p-m.m.”?
11. Létezik-e olyan korldatos, Lebesgue-integralhaté [a,b] — R fiiggvény, amihez nem létezik olyan g :
[a,b] — R Riemann-integralhato6 fiiggvény, amire f = ¢ m.m.?
12. Tegyiik fel, hogy A C [0, 1] Lebesgue-mérhetd, és valahanyszor x,y € [0, 1] szdmok tizedesjegyei véges
sok kivétellel megegyeznek, akkor x és y egyszerre eleme vagy nem eleme A-nak. Igazoljuk, hogy A(A) =0
vagy A(A) = 1.
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