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1. Létezik-e, és ha igen, mennyi?

lim
n→∞

∫

n

0

(

1 +
x

n

)n

e−2x dx

2. Létezik-e olyan f : R → [0,∞) mérhető függvény, amelynek minden intervallumon +∞ az integrálja?

3. Igaz-e, hogy Lebesgue-mérhető R → R függvények tetszőleges sorozatából kiválasztható olyan részsorozat,
aminek egy 0-mértékű halmazon ḱıvül pontonként van határértéke?

4. Igaz-e, hogy ha f integrálható egy (X,M, µ) mértéktéren, akkor minden ε > 0 -hoz megadható δ > 0
úgy, hogy valahányszor µ(A) < δ, akkor

∫

A
|f | dµ < ε ?

5. Igaz-e, hogy ha fn nemnegat́ıv és µ-mérhető a µ-mérhető A-n és
∫

A
fndµ < 1/n2, akkor fn → 0 µ-m.m.?

6. Legyen A ⊂ R véges mértékű Lebesgue-mérhető halmaz. Igazoljuk, hogy

lim
n→∞

∫

A

sin(nx)dλ = 0.

7. Igaz-e, hogy tetszőleges Lipschitz függvény előáll egy alkalmas korlátos Borel-mérhető függvény in-
tegrálfüggvényeként?

Házi feladatok

8. Legyen f : [a, b] → R korlátos függvény. Melyikből következik melyik?
(i) f m.m. x ∈ [a, b] -ben folytonos.
(ii) Van olyan folytonos függvény, amellyel f m.m. x-ben megegyezik.
(iii) Van olyan nullmértékű H halmaz, hogy [a, b] \ H-ra megszoŕıtva f folytonos.
(iv) f Riemann integrálható [a, b]-n.

9. Igazoljuk, hogy minden f : [a, b] → R Lebesgue-mérhető függvényhez létezik olyan g : [a, b] → R

Borel-mérhető függvény, amire f = g m.m.

10. Igaz-e, hogy ha fn nemnegat́ıv és µ-mérhető a µ-mérhető A-n és
∫

A
fndµ < 1/n, akkor fn → 0 µ-m.m.?

11. Létezik-e olyan korlátos, Lebesgue-integrálható [a, b] → R függvény, amihez nem létezik olyan g :
[a, b] → R Riemann-integrálható függvény, amire f = g m.m.?

12. Tegyük fel, hogy A ⊂ [0, 1] Lebesgue-mérhető, és valahányszor x, y ∈ [0, 1] számok tizedesjegyei véges
sok kivétellel megegyeznek, akkor x és y egyszerre eleme vagy nem eleme A-nak. Igazoljuk, hogy λ(A) = 0
vagy λ(A) = 1.
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