
Valós anaĺızis gyakorlat, 2010. április 20.

1. Igazoljuk, hogy az f : [0, 1] → [0, 1], f(x) = {100x} leképezés mértéktartó.

2. Igazoljuk, hogy ha egy mértéktartó függvény bijekt́ıv, akkor az inverze is mértéktartó.

3. Igaz-e, hogy minden konvex (a, b) → R függvény abszolút folytonos?

4. Konstruálj olyan f : [0, 1] → [0, 1] folytonos függvényt, amely nem abszolút folytonos, de előáll két
abszolút folytonos függvény kompoźıciójaként.

5. Nevezzünk egy µ véges Borel-mértéket folytonosnak, ha az x 7→ µ((−∞, x)) függvény folytonos. Mutass
példát olyan mértékre, ami folytonos, de nem abszolút folytonos.

6. Legyen C ⊂ [0, 1] a Cantor-halmaz és f : C → [0, 1] a halmaz szokásos megfeleltetése a 3-as és 2-es
számrendszerbeli jegyek át́ırásával. Tetszőleges H ⊂ [0, 1] Borel-halmazra legyen µ1(H) = λ(f(H ∩ C)),
µ2(H) = λ(f−1(H)) és µ3 = µ1 + µ2. A µ1, µ2, µ3 és λ közül melyik melyikkel szinguláris, illetve melyik
melyikre nézve abszolút folytonos? Mi a µi függvényeknek a Lebesgue-mértékre vonatkozó Lebesgue-
felbontása? Mi a Lebesgue-mérték µi-re vonatkozó Lebesgue-felbontása?

Házi feladatok

7. Adj meg olyan µ Borel-mértéket, amire az f : (R,B, λ) → ([−1, 1],B([−1, 1]), ν), f(x) = sin x leképezés
mértéktartó.

8. Igaz-e, hogy minden konvex [a, b] → R függvény abszolút folytonos?

9. Bizonyitsuk be, hogy ha f es g abszolút folytonosak [a, b]-ben, akkor f ·g is abszolút folytonos [a, b]-ben.

10. Igaz-e, hogy ha f abszolút folytonos es szigorúan monoton növő [a, b]-n, akkor az inverze is abszolút
folytonos?

11. Nevezzünk egy µ (előjeles) mértéket diszkrétnek, ha van megszámlálható tartója. Igazoljuk, hogy
minden (előjeles) véges Borel-mérték felbontható egy folytonos és egy diszkrét (előjeles) mérték összegére
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