Valés analizis gyakorlat, 2010. aprilis 27.
1. Nevezziink valdszintiségi mezonek egy olyan mértékteret, ahol a teljes tér mértéke 1, és nevezziik
valdszintiségi valtozonak a mérhetd fiiggvényeket. Milyen valoszintiségi valtozénak létezik stirtiségfiiggvénye?
(Az X valdsziniiségi valtozo stirliségfiiggvénye f, ha tetsz6leges H Borel-halmazra P(X € H) = [, fd\.)
Mi a kapcsolat az eloszlasfiiggvény és a strtiségfiiggvény kézott?

2. Tegyiik fel, hogy f: R — R Lipschitz, és Vz,y |f(z) — f(y)| < K|z — y|.

(a) Igazoljuk, hogy f-nek van derivéltja.

(b) Mutassuk meg, hogy |f/| < K m.m.
3. Ellendrizziik, hogy az f(z) = sin® fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye, de az 2 = 0 nem Lebesgue-
pontja.

4. Legyen H C R" Lebesgue-mérheté halmaz. Nevezziik a halmaz x pontbeli stiriségének a
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szamot.
Az x pont a H-nak ,stirtiségi pontja”, ha d(z) = 1.
(a) Igazoljuk, hogy m.m. pontban létezik a siirtiség.
(b) Igazoljuk, hogy m.m. pontban d(x) € {0,1}.
(c) Mik H karaterisztikus fliggvényének Lebesgue-pontjai?
(d) Mik azok a halmazok, amikre minden pontban d(z) € {0,1}?

5. Mik a szinuszfiiggvény Lebesgue-pontjai? Mik altalaban egy folytonos fliggvény Lebesgue-pontjai?
6. Igaz-e, hogy minden differencidlhatd, abszolit folytonos fiiggvény el6all két differencidlhaté monoton
fliggvény kiilonbségeként?

Hazi feladatok

7. Ellenérizziik, hogy az f(x) = sin% figgvénynek van primitiv fliggvénye, de az x = 0 nem Lebesgue-
pontja.
8. Hatarozzuk meg a Cantor halmaz karakterisztikus fliggvényének Lebesgue pontjait!
9. Legyen f a Cantor-fiiggvény, és py az f altal generalt Lebesgue-Stieltjes mértéket.

(a) Igazold, hogy van olyan pont, ahol f' = occ.

(b) Igazold, hogy f' = oo pp-m.m.
10. Az f : [0,1] — R figgvényre |f(z) — f(y)| < |z — y| tetszileges x,y € [0,1] esetén. Igazoljuk,
hogy barmely ¢ > 0-ra f grafikonja lefedheté megszamldlhaté sok (nem feltétleniil tengelyparhuzamos)
téglalappal ugy, hogy a téglalapok rovidebbik oldalainak ¢sszege kisebb, mint ¢.
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