
Valós anaĺızis gyakorlat, 2010. április 27.

1. Nevezzünk valósźınűségi mezőnek egy olyan mértékteret, ahol a teljes tér mértéke 1, és nevezzük
valósźınűségi változónak a mérhető függvényeket. Milyen valósźınűségi változónak létezik sűrűségfüggvénye?
(Az X valósźınűségi változó sűrűségfüggvénye f , ha tetszőleges H Borel-halmazra P (X ∈ H) =

∫

H
fdλ.)

Mi a kapcsolat az eloszlásfüggvény és a sűrűségfüggvény között?

2. Tegyük fel, hogy f : R → R Lipschitz, és ∀x, y |f(x) − f(y)| ≤ K|x − y|.
(a) Igazoljuk, hogy f -nek van deriváltja.
(b) Mutassuk meg, hogy |f ′| ≤ K m.m.

3. Ellenőrizzük, hogy az f(x) = sin 1

x
függvénynek van primit́ıv függvénye, de az x = 0 nem Lebesgue-

pontja.

4. Legyen H ⊂ R
n Lebesgue-mérhető halmaz. Nevezzük a halmaz x pontbeli sűrűségének a

d(x) = lim
r→+0

λ
(

H ∩ B(x, r)
)

λ
(

B(x, r)
)

számot.
Az x pont a H-nak ,,sűrűségi pontja”, ha d(x) = 1.
(a) Igazoljuk, hogy m.m. pontban létezik a sűrűség.
(b) Igazoljuk, hogy m.m. pontban d(x) ∈ {0, 1}.
(c) Mik H karaterisztikus függvényének Lebesgue-pontjai?
(d) Mik azok a halmazok, amikre minden pontban d(x) ∈ {0, 1}?

5. Mik a szinuszfüggvény Lebesgue-pontjai? Mik általában egy folytonos függvény Lebesgue-pontjai?

6. Igaz-e, hogy minden differenciálható, abszolút folytonos függvény előáll két differenciálható monoton
függvény különbségeként?

Házi feladatok

7. Ellenőrizzük, hogy az f(x) = sin 1

x
függvénynek van primit́ıv függvénye, de az x = 0 nem Lebesgue-

pontja.

8. Határozzuk meg a Cantor halmaz karakterisztikus függvényének Lebesgue pontjait!

9. Legyen f a Cantor-függvény, és µf az f által generált Lebesgue-Stieltjes mértéket.
(a) Igazold, hogy van olyan pont, ahol f ′ = ∞.
(b) Igazold, hogy f ′ = ∞ µf -m.m.

10. Az f : [0, 1] → R függvényre |f(x) − f(y)| ≤ |x − y| tetszőleges x, y ∈ [0, 1] esetén. Igazoljuk,
hogy bármely ε > 0-ra f grafikonja lefedhető megszámlálható sok (nem feltétlenül tengelypárhuzamos)
téglalappal úgy, hogy a téglalapok rövidebbik oldalainak összege kisebb, mint ε.
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