Valos analizis gyakorlat, 2010. majus 4.

1. Igazoljuk, hogy ha a stirtiségi pont definiciéjaban a gombot kockara cseréljiik, akkor ekvivalens definiciot
kapunk.
2. Igazoljuk, hogy ha egy folytonos fiiggvény baloldali fels6 derivéltja mindenhol nemnegativ, akkor mo-

noton no.
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3. Legyen f(x,y) = e Ellendrizziik, hogy [, (fo fdx) dy # |, (fo fdy) dr. Azt is el-
lenérizziik, hogy f nem Lebesgue-integrdlhaté a [0, 1]? négyzeten.
4. Tegyiik fel, hogy igaz a kontinuumhipotézis, és < a [0, 1] intervallum egy w; tipusi jélrendezése. Legyen
f(z,y) =1 ha x <y, egyébként f = 0.
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(a) Igazoljuk, hogy hogy [, (fo fdx) dy # |, (fo fdy) dx.

(b) Mutassuk meg, hogy az {(z,y) € [0,1]> : # < y} halmaz nem Lebesgue-mérhetd.
5. Legyen (X, M, pu) és (Y,N,v) két mértéktér. Tegyiik fel, hogy a H C X x Y halmaz benne van az
M(N ={Ax B:Ae M,B e N} félgylirti altal generalt o-algebrdban. Igazoljuk, hogy H minden
viszintes szelete benne van M-ben, és minden fliggbleges szelete benne van N-ben.
6. (a) Egy R"-beli halmaznak minden pontjaban pozitiv az alsé belsé siirtisége. Igazoljuk, hogy a halmaz
Lebesgue-mérheto.

(b) Igazoljuk ennek felhasznéldsival, hogy (nem elfajuld) zart gémbok uniéja Lebesgue-mérhetd.

Hazi feladatok

7. Igazoljuk, hogy ha a Lebesgue-pont definiciéjaban a gombot kockara cseréljiik, akkor ekvivalens de-
finiciét kapunk.

8. Legyen g(x,y) = ﬁ Ellendrizziik, hogy fol ( fol gdm) dy # fol ( fol gdy) dx. Azt is ellenérizziik,

hogy g nem Lebesgue-integralhaté a [0, 1]? négyzeten.
9. Igaz-e, hogy ha egy fiiggvény baloldali felsé derivaltja mindenhol nemnegativ, akkor monoton né?

10. Igazoljuk, hogy ha egy R"-beli halmaz el6all nem iires belsejii konvex halmazok unidjaként, akkor
Lebesgue-mérheto.
11. Ismert, hogy a kontinuum kofinalitdsa nem lehet w. Legyen < a [0, 1] intervallum egy kontinuum
tipust jélrendezése. Legyen minden H C [0, 1]-re u(H) = 0, ha |H| < 2% (azaz H kicsi), és u(H) = 1, ha
HO, 1\ H} < 2% (azaz H nagyon nagy). Legyen tovabba f(z,y) = 1 ha x <y, egyébként f = 0.

(a) Igazoljuk, hogy p mérték.

(b) Igazoljuk, hogy hogy [ (fol f du(%)) du(y) # [y (fol f du(y)) dp(x).
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