
Valós anaĺızis gyakorlat, 2010. május 10.

1. Milyen M mértékterekre igaz, hogy bármely 0 < p ≤ q ≤ ∞ esetén Lp(M) ⊂ Lq(M)?

2. Bizonýıtsuk be a Hölder-egyenlőtlenséget a p = 1, q = ∞ határesetben.

3. Igazoljuk, hogy ha M mértéktér és 0 < p < q < r ≤ ∞, akkor Lp(M) ∩ Lr(M) sűrű altere Lq(M)-nak.

4. Milyen 0 < p ≤ ∞ esetén igaz, hogy C([0, 1]) sűrű altere Lp([0, 1])-nek?

5. Milyen 0 < p ≤ ∞ esetén igaz, hogy a kompakt tartójú folytonos függvények Lp(R
n)-nek sűrű alterét

alkotják?

6. Milyen 0 < p ≤ ∞ esetén igaz, hogy a polinomok Lp([a, b])-nek sűrű alterét alkotják?

7. Tegyük fel, hogy f1, f2, . . . ∈ L2(R
n) páronként ortogonálisak, és

∞∑

k=1

||fk||
2

2
véges.

(a) Igazoljuk, hogy a
∞∑

k=1

fk függvénysor konvergens L2(R
n)-ben.

(b) Következik-e a fentiekkől, hogy a
∞∑

k=1

fk függvénysor m.m. konvergens?

8. (a) Igazoljuk, hogy a sin kx és cos nx függvények (k = 1, 2, . . . , n = 0, 1, 2, . . . ) páronként ortogonálisak
L2([0, 2π])-ben.

(b) Igazoljuk, hogy ha egy f ∈ L2([0, 2π]) függvény ortogonális sin kx és cos nx mindegyikére, akkor
f = 0.

(c) Igazoljuk, L2([0, 2π]) izomorf ℓ2-vel.

9. Igazoljuk, hogy a Baire-kategóratétel minden Banach-térben igaz.
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