Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2006. szeptember 18.

1. Mik azok a komplex szémok, ahol az Im? z + Re z + 7 fiiggvény differencidlhat4?
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2. Szamitsuk ki a Z 2" hatvanysor konvergenciasugarat!

3. Legyen f(z Zz Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges r € Q esetén az e*™ pontba mutaté sugér

mentén f(z) — oo.

4. Létezik-e olyan 0 koriili hatvanysor, aminek konvcergenciasugara 1, és
a) A korvonalon sehol sem konvergens;
b) A kérvonalon mindenhol konvergens;
c¢) Az 1 kivételével minden pontban konvergens;
d) Az 1-ben konvergens, de sehol mésutt;
)*

e)* Csak azokban a pontokban konvergens, amelyek irdnya a m-nek irracionalis tObbszorose?

5. a) Mi az aldbbi hatvdnysorok (tagonkénti) derivaltja, illetve primitiv fiiggvénye? Hol konvergensek a
derivalt és a primitiv fiiggvényeket el0alité sorok?
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b) Mekkora (a hatvénysor kdzéppontja koriili) korre lehet ezeket a fliggvényeket kiterjeszteni?
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6. (Parseval-formula hatvdnysorokra.) Tegyiik fel, hogy az f(z) = Zanzn hatvanysor konvergens az
n=1

|z| < r+ & koron. Igazold, hogy
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7. Tegyiik fel, hogy a Zanz" hatvanysor konvergens az egységkorben, és az Osszege egyréti (injektiv)
n=0

fiiggvény. Fejezd ki az egységkorlap képének teriiletét az egyiitthatokkal.

Hazi feladatok
o0 712
8. Hol konvergens a E 3—n(z + 2i)"™ hatvanysor?

9. Add meg az Osszes lehetséges értékeit a kovetkezo kifejezéseknek!
/2 .
a) e™"" b) log(3 + v/31)
10. Lassuk be, hogy a sin z fliggvénynek 2k7-n kiviil nincsenek méas periédusai.
11. Bizonyitsd be, hogy sin(z; + 2z3) = sin z; cos 23 + €0S 21 Sin 25 és cos(z; + z2) = €OS 21 COS 2z — Sin 2 sin zs.
12. Legyen f(z) egy nem konstans polinom. Igazold, hogy a Re f és Im f fiiggvényeknek sehol sincs lokalis

széls6értékhelye, tovabba az |f| fiiggvénynek csak olyan helyen lehet szélséértéke, ahol f = 0.
Hogyan kovetkezik az utobbi dllitdsbol az algebra alaptétele?

13. Tetszdleges aq,as, ..., komplex szamokra tekintsiik a kovetkezo, tigynevezett Dirichlet-sort:
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n=1 n
a) Hol lehet egy ilyen sor abszolit konvergens?
b) Hol lehet konvergens?
c) Igaz-e, hogy a kétféle tartomany csak a hatdrdban kiillonbozhet?
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