Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2006. szeptember 25.
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1. a) Adott egy f(z) = Zanz" hatvanysor, a konvergenciasugara 1. Azt mondjuk, hogy a koérvonal egy

0
2o pontjan keresztiil f analitikusan folytathat6, ha létezik olyan zo koriili g(z) hatvénysor, ami valamilyen
korben konvergens, és a két kor kozos részén f = g. Az ilyen pontot regularis pontnak is hivhatjuk, a nem
reguléaris pontokat pedig szingularis pontoknak.

a) Igaz-e, hogy a korvonalon f-nek és f’-nek ugyanazok a szinguldris ds a reguldris pontjai?

b) Megegyezik-e f és f' Taylor-sordnak konvergencia-halmaza?

o0
2. Az f(2) = Zanz” hatvanysor konvergenciasugara 1, és az z;, € (0,1), zy — 1 végtelen sorozatra

f(zg) = 0. Milygn pontja f-nek a z = 1 pont: regularis vagy szinguldris?

3. Tegyiik fel, hogy egy f € O(C) fiiggvényre f = f' és f(0) = 1. Mutasd meg, hogy ekkor f(z) = e*!

4. AG=C\{z +iy: x> 0,y = sinz} tartomadnyon értelmezheté analitikusan a log(z) fiiggvény, és a
log 1 = 0 megkotés mellett ez a logaritmus egyértelmi is. Erre a log fiiggvényre log(e®) =?

5. Hogy viselkednek az e?, sin z, cos z, tg z, ctg z fiiggvények, ha Im z — +00?

6. Hagyjuk el a sikbél a 7 (valds egész) tobbszoroseinek e sugari kornyezetét. Igazold, hogy a megmaradt
tartomédnyon az 1/sin z és a ctg z fiiggvény is korlatos.
1 1
7. Legyen f(0) =0és f(z) = —— — — ha z # 0. Igaz-e, hogy az f fiiggvény differencidlhat6 a 0-ban?
sinz z
— (1/1-2)? ' -9 i iy 9
8. Legyen f(z) =e . a) zEIlriof(Z) ! b) S})13})][(@ ) =1

9. Léssuk be a definidlé sorok Cauchy-szorzdsdval, hogy e*t% = eev.
Hazi feladatok
10. Hatdrozzuk meg £ (0) értékét, ha a) £(z) = 22 b) f(2) = — -
z 1 —sinzcosz
11. Legyen ¢(z) = Z(—l)”“x— ha |z| < 1. Igazold (behelyettesitéssel), hogy e{*) =1 + 2.
n
n=1

12. Legyen I'y a (0, 1) és (1,1 + 1) irdnyitott szakaszok unidja; I's az Im z = Re z egyenes 0 és 1 + i kozotti
ive; '3 az Imz = (Rez)? parabola 0 és 1 + 7 kozotti ive . Szamitsd ki az frj z? vonalintegrdlokat (a
definiciébol).

13. Legyen f reguldris 0-ban, és tegyiik fel, hogy Z f®(0) konvergens. Ekkor f (és vele egyiitt f*)), s6t
k=0

Z f (k)(z) is 1étezik és egész fliggvény.
k=0

14. Tegyuk fel, hogy a % Dirichlet-sor konvergens a Res > o félsikban. Igazold, hogy az oOsszege
g s
n=1

regularis.

15. Mely tartomanyokon konvergédlnak analitikus fiiggvényekhez az aldbbi sorok?
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16. Hol regularis, és mi az eléallitott fliggvény?
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