
Komplex függvénytan gyakorlat, 2006. október 2.

1. Az f függvény hatványsorbva fejthető z0 körül, egy r-nél nagyobb sugarú körben. Igazoljuk, hogy a z0

körüli, r sugarú körön f(z) átlaga f(z0).

2. Számı́tsuk ki az alábbi integrálokat!

a)

∫

|z|=1

Im(z)dz b)

∫

|z|=1

zdz c)

∫

[1,i]

|z|2dz

3. Legyen n egész szám és r > 0.

∫

|z|=r

zn dz =?

4. Legyen a komplex szám. ∫ ∞

−∞

e−x2/2 · eiax dx =?

Avagy, mi a haranggörbe Fourier-transzformáltja?

5. A p(z) legalább másodfokú polinom legkisebb gyöke ̺. Legyen tetszőleges R > 1
̺

esetén

I(R) =

∫
|z|=R

dz

p(z)
.

Igazold, hogy
a) lim

R→∞
I(R) = 0;

b) I(R) értéke állandó.

6. Igazold, hogy ha p(z) legalább másodfokú polinom és a gyökei, ̺1, . . . , ̺n különbözők, akkor
∑

1
p′(̺k)

= 0.

Házi feladatok

7. Számı́tsuk ki az alábbi integrálokat!

a)

∫

[0,1+i]

ezdz b)

∫

T

1

z
dz c)

∫

|z|=2

1

z2 + 1
dz

(T a ±1 ± i csúcsú négyzet.)

8. ∫ ∞

−∞

e−x2/2 · cos(ax) dx =?

9. Legyen a és r is pozit́ıv valós szám. Számı́tsd ki a következő vonalintegrálokat a Cauchy-formulák
seǵıtségével!

1

2πi

∫

|z|=r

az dz;
1

2πi

∫

|z|=r

az

z
dz;

1

2πi

∫

|z|=r

az

z2
dz.

10.
1

2π

∫ 2π

0

(eit + e−it)ndt =?

11. Az (1 + x + x2)n polinomban az xn együtthatóját jelöljük an-nel. Keress aszimptotikus becslést an-re.

(Olyan f(x) elemi függvényt, amire
an

f(n)
→ 1.)

12. Legyen f reguláris függvény az |z| < 1+ ε körlemezen és |a| < 1. Mutass példát olyan ϕa : [0, 2π] → R

függvényre, amire igaz, hogy

f(a) =
1

2π

∫ 2π

0

f(eit)ϕa(t)dt.

13. Legyen f reguláris függvény az |z| < 1 + ε körlemezen. Bizonýıtsd be, hogy az egységkör belsejében
felvett értékei a határon felvett értékek konvex burkába esnek.
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