Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2006. oktdober 16.
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sin z

2. Fejtsiik hatvanysorba az 1/z és az 1/(2? — 1) fiiggvényeket az i koriil, és szdmoljuk ki a konvergencia-

sugarat.
3. Legyen f(z) = T2 Ellenérizziik az egyiitthatéformulat az |z| = % koron. (Cseréljiik ki a kort egy
—z

nagy, R korre, és nézziik meg, hogy mi torténik, ha R — c0.)

— % fliggvények analitikusan folytathatok a 0-ban.

4. Mutass olyan nem azonosan 0 fliggvényt, ami regularis az egységkor belsejében, és ott végtelen sok
gyoke van. Miért nem mond ez ellent az unicitas-tételnek?

5. Igazoljuk, hogy ha f kétszeresen periddikus egész fliggvény (azaz f(z +a) = f(2), f(z+b) = f(z) és az
a, b peribdusok nem egy kozos ¢ periddus egész szamu t6bbszorosei), akkor f konstans.

6. Mutassuk meg, hogy ha az f egész fiiggvény valds értékeket vesz fel minden valés és minden tiszta
képzetes z-re, akkor f paros fliggvény.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha egy f egészfiiggvény a sikot az egységkor kiilsejébe képezi, akkor konstans.

8. Az [ fiiggvény reguldris az |z| < 1 + ¢ korlemezen és sehol sem tiinik el (nem 0) az egységkorvonalon.

Legyen A = nax |f(e™)] és B= max |f(e")]. Bizonyitsd be, hogy | f(0)| < VAB.

T<t<2mw
Hazi feladatok
9. Mutassuk meg, hogy ha f és g olyan egész fliggvények, hogy |f| < |g|, akkor f = c-gegy |c] <1
konstanssal.

10. Igazoljuk, hogy ha egy f egészfiiggvény minden értéke a —1, 1 pontokat Osszekotod szakaszon kiviilre
esik, akkor f konstans.

f(2)
elTm ]

11. Legyen f(z) egész figgvény, f(z + ) = f(z), és tegyiik fel, hogy korldtos. Bizonyitsd be, hogy

f konstans.

12. Ird fel az f(z) = fiiggvény Laurent-sordt az |z] < 1, 1 < |z| < 2 és |z| > 2 tar-

1
G-D(-2)

tomanyokon. Szamitsuk ki az egytitthatokat az egytitthatéformulabdl is.

Tovabbi feladatok

13. Az idei olimpiai shortlistben szerepelt a kovetkezo feladat.

Az ag,aq, ..., sorozathan ag = —1 és tetszdleges n > 1-re E
k=0

Qg

— 1 0. Igazoljuk, hogy

n > 1 esetén a, > 0.

Oldjuk meg a feladatot komplex fliggvénytani eszkozokkel; mutassuk meg, hogy

" _/°° dz
a4 logt (- 1))

14. Legyen S(z) = ZH (1 ~ s 2). Igazold, hogy
k=1

(a) ez a végtelen szorzat a teljes komplex szamsikon értelmes;
(b) S(z+m) = —=5(2);
(c) ha a komplex szdmsikbdl a m minden t6bbszorosének elhagyjuk egy 5 sugarli kornyezetét, akkor a
megmaradt tartomanyon az 1/S(z) figgvény korlétos;
fliggvény korlatos, és csak megsziintetheto szingularitdsai vannak;

( ) S(z T sinz
(e) S(z) =sinz.

) , = 22 B 1 > 2z
15. Bizonyitsd be, hogy cos z = IQ) (1 — m) és ctgz = 2 + ; g2
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