Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2006. november 13.

1. Mutassuk meg, hogy ha f reguléris és g-nek pélusa van az a pontban, ezenfelill lim /| f(2)] - |g(2)| = 2,
zZ—a
akkor f(a) = f'(a) = 0.

2. Igazoljuk a maximum-elv felhaszndldsdval, hogy egy nem konstans, valamilyen nyilt tartoményon re-
guldris fliggvény valds (képzetes) részének nincs lokélis szélséértékhelye.

3. Igazoljuk, hogy ha f-nek a-ban izoldlt szingularitdsa van, és vannak olyan z, — a és w, — a sorozatok,
hogy f(zn) — 1, f(w,) — 2, akkor van olyan s, — a sorozat is, hogy f(s,) — 3.

4. Lehet-e az f fiiggvény izolalt szingularitdsa e/-nek pélusa?

z+1/z

5. Fejtsd Laurent-sorba az e fiiggvényt a 0 koriil.

6. Legyen R(z) olyan raciondlis tortfiiggvény, melynek pélusai és gyokei mind paros multiplicitasiak.
Ekkor van olyan Q(z) racionalis tortfiiggvény, hogy R = Q2.

Hazi feladatok

7. Széamitsd ki (példdul L'Hospital szabéllyal) a ctg z és a 7 ctg(nz) fiiggvény Laurent-soranak elsé 6 tagjat
(z71-t61 2 %-ig) a 0 < |z| < 7 tartomdnyon.

8. Szamitsd ki a ctg 2z fiiggvény Laurent soranak elsé 4 tagjat a T < ‘z — g‘ < 7% gytiriin. (Hasznald az

egylitthatéformulat és az eléz6 feladat végeredményeit. )

9. Mi s 7rctg(7rz)’ 7rctg2(7rz)’ - 7rctg5(7rz)
z z z

10. Az f fiiggvénynek lényeges szingularitdsa van a z; pontban. Igazoljuk, hogy tetszdleges L egyees
szakaszhoz és € > 0-hoz létezik olyan z # 2, amelyre |z — 2| < ¢ és f(2) € L. (A Picard-tételt ne
hasznéljuk.)

fliggvények reziduuma a 0 koriil?

11. Az f fiiggvény akdrhdnyszor integralhaté a 1 < |z| < 2 gytiriin. Igazoljuk, hogy analitikusan folytat-
haté a teljes |z| < 2 korlapra.

Tovabbi feladatok

o
12. (Parseval-formula Laurent-sorokra.) Tegyiik fel, hogy az f(z) = Z a,z" Laurent-sor konvergens az

n=—oo

r—e < |z| < r+ e korgytiriin. Igazold, hogy

1 2 _ - 2,.2n
o= MECINEEE SR

n=—00
|z|=r

13. Az f fliggvény reguldris az |z| < 1 + € korlemezen. Igazoljuk, hogy

1 2w )
log /(0] < 5- [ Tog ()] .

Mikor all egyenl6ség?
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