Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2006. november 27.
Mésodik ZH: 2006. december 11. 8% — 10%
1. Legyen f(z) olyan raciondlis tortfiiggvény, amiben a nevezd foka legaldbb 2-vel nagyobb, mint a

szamldloé. Mutassuk meg, hogy a mctg(mz) - f(x) fiiggvény Osszes reziduumdanak Gsszege 0.
2
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2. Alkalmazzuk az el6z6 feladat eredményét az — fiiggvényre, és bizonyitsuk be, hogy Z =i %
z
k=1
3. Szamitsuk ki az el6z6 feladat médszerével a Z 21 osszeget. (Utana kiszamolhatjuk teleszkoposan
k=1 4

is, hogy Osszehasonlitsuk az eredményt.)

4. Legyen I', p. az abran lathaté gorbe, ahol R nagy, r kicsi és € még r-nél is sokkal kisebb. Milyen
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5. Hany gyoke van a 2° + 322 — z fiiggvénynek az egységkorben?
6. Az f fiiggvény reguldris a v egyszeri, zart gorbe belsejében és egy kis kornyezetében, tovabba a teljes
gorbén |f| > 1. Igazold, hogy f az egységkorlemez minden elemét ugyanannyiszor veszi fel v belsejében.

Hazi feladatok
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10. Hany gyoke van a sin z = 222 egyenletnek az egységkorben?

11. Az f nemkonstans fiiggvény regularis a v zart gorbe belsejében és egy kis kornyezetében, tovabba |f|
a teljes gorbén konstans. Igazold, hogy f-nek van gyoke v belsejében.

Tovabbi feladatok

12. Tegyiik fel, hogy a v gorbe a belsejével egyiitt a D tartomanyban fekszik, ahol f és g regularis, tovabba

a y gorbén |f| > |g|. Igazoljuk Rouché tételét az I(u) = 2m f7 (];jrigg paraméteres integral vizsgalataval.

13. Bizonyitsd be az algebra alaptételét Rouché tetelebol.

14. A karakterisztikus fliggvények gyokeinek vizsgalataval bizonyitsd be, hogy tetszdleges X, Y fliggetlen,
azonos eloszlasu, legfeljebb 5 abszolut értéki valészintiségi valtozokhoz létezik olyan ¢ € [0, 1], amire

|IP(X +Y <t)—t| > 107"

I(s+1)

15. Res > 0 esetén legyen I'(s fo s=le=® dz; kisebb valds rész esetén legyen I'(s) = . Hol

van a ' és a ? fliggvényeknek gyoke vagy polusa? Mennyi a pélusokndl a reziduum? Kiszamolhatjuk-e a
P k% osszeget a I' fliggvény segitségével?
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