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1. Legyen f(z) olyan racionális törtfüggvény, amiben a nevező foka legalább 2-vel nagyobb, mint a
számlálóé. Mutassuk meg, hogy a π ctg(πz) · f(x) függvény összes reziduumának összege 0.

2. Alkalmazzuk az előző feladat eredményét az
1

z2
függvényre, és bizonýıtsuk be, hogy

∞∑
k=1

1

k2
=

π2

6
.

3. Számı́tsuk ki az előző feladat módszerével a

∞∑
k=1

1

k2 − 1
4

összeget. (Utána kiszámolhatjuk teleszkóposan

is, hogy összehasonĺıtsuk az eredményt.)

4. Legyen Γr,R,ε az ábrán látható görbe, ahol R nagy, r kicsi és ε még r-nél is sokkal kisebb. Milyen

összefüggést kapunk a lim
R→∞

lim
r→+0

lim
ε→+0

1

2πi

∫
Γr,R,ε

log z

z2 + 1
dz határérték vizsgálatából?

r

R

ε

5. Hány gyöke van a 2z + 3z2 − z függvénynek az egységkörben?

6. Az f függvény reguláris a γ egyszerű, zárt görbe belsejében és egy kis környezetében, továbbá a teljes
görbén |f | > 1. Igazold, hogy f az egységkörlemez minden elemét ugyanannyiszor veszi fel γ belsejében.

Házi feladatok

7.
∫

∞

0

√
x

x3 + 1
dx =?

∫
∞

−∞

e−it

x4 + 1
=?

∫
∞

0

sin x

x
dx =?

8.
∞∑

k=1

1

k4
=?

∞∑
k=1

1

k2 + 1
=?

∞∑
k=1

1

k2 + k + 1
=?

9.
∫

∞

0

dx

x3 + 1
=?

∫
∞

0

log x

x2 + x + 1
dx =?

∫
∞

0

log2 x

x2 + 1
dx =?

10. Hány gyöke van a sin z = 2z2 egyenletnek az egységkörben?

11. Az f nemkonstans függvény reguláris a γ zárt görbe belsejében és egy kis környezetében, továbbá |f |
a teljes görbén konstans. Igazold, hogy f -nek van gyöke γ belsejében.

További feladatok

12. Tegyük fel, hogy a γ görbe a belsejével együtt a D tartományban fekszik, ahol f és g reguláris, továbbá
a γ görbén |f | > |g|. Igazoljuk Rouché tételét az I(u) = 1

2πi

∫
γ

(f+ug)′

f+ug
paraméteres integrál vizsgálatával.

13. Bizonýıtsd be az algebra alaptételét Rouché tételéből.

14. A karakterisztikus függvények gyökeinek vizsgálatával bizonýıtsd be, hogy tetszőleges X, Y független,
azonos eloszlású, legfeljebb 5 abszolút értékű valósźınűségi változókhoz létezik olyan t ∈ [0, 1], amire

|P (X + Y < t) − t| > 10−10.

15. Re s > 0 esetén legyen Γ(s) =
∫

∞

0
xs−1e−x dx; kisebb valós rész esetén legyen Γ(s) =

Γ(s + 1)

s
. Hol

van a Γ és a Γ′

Γ
függvényeknek gyöke vagy pólusa? Mennyi a pólusoknál a reziduum? Kiszámolhatjuk-e a∑

∞

k=1
1
k3 összeget a Γ függvény seǵıtségével?
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