
Komplex függvénytan gyakorlat, 2006. december 4.

1. Ábrázold azoknak a z komplex számoknak a halmazát, amikre (a)
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∣

z − 1

z + 1

∣
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∣

= 1; (b) Re
z − 1

z + 1
= 0.

2. Egy lineáris tört függvény az egységkörvonalat önmagára képezi. Hogyan helyezkedhetnek el a gyökei
és a pólusai?

3. (a) Bizonýıtsd be, hogy tetszőleges n-edfokú f polinomhoz létezik olyan n-edfokú g polinom, amelynek
az egységkör belsejében nincs gyöke, továbbá az egységkörvonalon |g| = |f |.

(b) Bizonýıtsd be, hogy tetszőleges meromorf f függvényhez létezik olyan meromorf g függvény, amely-
nek az egységkör belsejében nincs sem pólusa, sem gyöke, továbbá az egységkörvonalon |g| = |f |.

4. A kitevőben levő függvény 0-, ∞- és 1-beli értéke alapján, további számolás nélkül, pusztán a lineáris
törtfüggvények és az exponenciális függvény ismert tulajdonságai alapján mutassuk meg, hogy

∣

∣

∣
e

z+1

z−1

∣

∣

∣
< 1 (|z| < 1).

(Tavaly beugró feladat volt a vizsgán.)

5. Az ábrán t́ızféle nýılt, egyszeresen összefüggő tartomány látható. Keress közöttük konform megfelel-
tetéseket.

��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������

������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

felvágott sík negyedsík félsík félsík bevágással kör

negyedkör kör bevágással kör két bevágással sáv fél sáv

6. Az f függvény reguláris és sehol sem 0 egy D konvex tartományon, aminek határa tartalmazza a valós
tengely egy I intervallumát. A függvény folytonosan kiterjeszthető az I belsejére és ott |f | = 1. Bizonýıtsd
be, hogy f analitikusan folytatható D tükörképére (a D = {z : z ∈ D} halmazra).

7. Az f függvény reguláris az r < |z| < 1 körgyűrűn, folytonos az egységkörvonalon, és a körvonalon (a)
f valós; (b) |f | = 1. Bizonýıtsd be, hogy a függvény analitikusan folytatható az r < |z| < 1

r
gyűrűre.

Házi feladatok

8. Mik azok a lineáris tört függvények, amik a pozit́ıv félśıkot a pozit́ıv félśıkra képezik?

9. Mik azok a meromorf f függvények, amikre |z| = 1 esetén |f(z)| = 1?

10. Az f függvény reguláris az 1 − ε < |z| < 1 + ε körgyűrűn, és f értéke az egységkörvonal végtelen sok
pontjában valós. Bizonýıtsd be, hogy f a teljes körvonalon valós.

11. Igaz-e a Caratheodory tétel megfelelője olyan tartomány esetén, ami nem egyszeresen összefüggő,
hanem véges sok Jordan-görbe határolja?

12. Bizonýıtsd be, hogy ha az r1 < |z| < R1 és r2 < |z| < R2 gyűrűk konform ekvivalensek, ha
R1

r1

=
R2

r2

.

13. Bizonýıtsd be, hogy ha egy tartomány egyszeresen összefüggő, akkor homologikusan is egyszeresen
összefüggő.

http://www.cs.elte.hu/~kosgeza/oktatas/kft-2006-02


