KFT ZH, 2006. december 11.

1. Fejtsiik Laurent-sorba az
z J—

N fiiggvényt a 0 koriil, az |z| > 1 tartoményon.
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4. Legyen |a| = 3. Hany gyoke lehet (multiplicitdssal szamolva) a z* + 23 + az — 1 polinomnak
az 1 < |z| < 2 tartoméanyon?

5. Legyen D; = {z: 0 <Rez <1, 0<Imz}és Dy ={z: Rez >0, Imz > 0}. Mutassunk
példét (képletet) Dy — Dy konform leképezésre.

6. Az [ fliggvény regularis az |z| < 1+ € korlapon véges sok pdlus kivételével és f(0) = 1. A
fiiggvény gyokei és polusai az egységkor belsejében g1, 09, .. ., 0n, illetve py, po, ..., py (minden
gyokot és pdlust annyiszor sorolunk fel, amennyi a multiplicitdsa). Igazoljuk, hogy
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(Ha egyéltaldn nincs gyok vagy polus, akkor a megfelel6 szorzat értéke 1.)

7. Igazoljuk, hogy ha 0 < r; < ry < r3 és az f fiiggvény reguldris az r < |z| < r3 tartomanyon
és folytonos a hataran, akkor

log(rs/r1) log(rs/r2) log(r2/r1)
(max |f<z>|) < (m |f<z>|) (m |f<z>|) .

|z|=r2 |z|=r1 |z|=r3

(Hadamard-féle hdrom kor tétel)

A kijavitott dolgozatok atvehetdk, és a gyakorlati jegyek beirathatok szerdéan, 12 és 13 éra kozott a
szobamban (3-302).



Megoldasvazlatok a 2006. december 11-i KFT ZH-hoz

1. Els6 megoldas. frjuk fel az egytitthatéformulat egy 1-nél nagyobb sugara korre, majd a kort cseréljiik ki 1-nél
kisebb sugarira. (Kozben atugorjuk az 1-beli pélust.) Ezaltal attérhetiink a 0 koriili hatvéanysorra.
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Az 1-beli reziduum értéke 15% = e. Az utolsé integrél a 0 koriili hatvanysor n-edik egyiitthatdja. Osszeszorozva
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Masodik megoldds: szorozzuk Ossze az e* = ) &7 és =3 = - =i = >~ 27" Laurent-sorokat.
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4. A Rouché-tételt alkalmazzuk az |z| =1 és |z| = 2 kordkre.
A |z| =1 koron [2* + 22 — 1| < 3 = |az|, a koron beliil tehdt 1 gyok van.
A |z| =2 koron |23 + az — 1] < 15 < |2%|, a korén beliil 4 gydk van.
A két kor kozott a gyokok szama 4 — 1 = 3.

5. A z — ™ fiiggvény a D tartomdnyt az egységkor felsé felébe képezi. Ezt a félkort a ﬁ fliggvény a

Rez > %, Imz < 0 negyedsikba viszi. Ezt az z — i(z — %) fliggvény Ds-be forgatja. Tehat egy lehetséges

megoldas: f(z) =1 (% - l)
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6. Legyen g(z) = f(2)- [ | Gz 11 “—Pi A kérvonalon |f] = |g|, tovabbé g(0) = (—1)m+nLib2z:--Pm
=1 2T j:ll_pjz 0102 - - 0n
A g-nek nincs sem gyoke, sem pélusa az egységkorben, tehat értelmezhetd a logaritmusa; legyen h a log g egyik

reguldris dga. A h reguldris, ezért 5- 02” h(e') dt = h(0), és
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7. A maximum-elvet fogjuk alkalmazni az f(z)P/z? fiiggvényre, alkalmas p > 0 és ¢ egész szamokkal. A p,q
értékeket ugy valasztjuk meg, hogy a fliggvény maximuma az 71 és r3 sugaru korokon kb. megegyezzen. Legyen
m3

m; = n‘1ax lf(z)] (i =1,2,3), u= ] T; és € > 0 tetszoOleges. Valasszunk olyan p > 0 és g egész szamokat, amikre
z|=r; g I
P
‘% —u| < g, és alkalmazzuk a maximum-elvet az (f(zq)) fliggvényre:
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FEz minden e-ra igaz, tehat
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Az u vélasztdsa miatt <T—2> my = <T—2> mg, tovabba log(rs/rq) + log(re/r1) = log(rs/r1), igy
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