
Komplex függvénytan gyakorlat, 2009. szeptember 24. 825 − 955

1. Legyen Γ az Im z = (Re z)2 parabola 0 és 1 + i közötti ı́ve. Számı́tsd ki a következő integrálokat:

∫
Γ

z2 dz;

∫
Γ

z2 dz;

∫
Γ

|z2| · Im dz.

Melyik integrál esetében alkalmazható a Newton-Leibniz szabály?

2. Legyen n egész szám és r > 0.

∫

|z|=r

zn dz =?

3. 1

2πi

∫
|z|=5

cos z

z
dz =?

∫
|z|=3

ez

z + 2
dz =?

4. 1

2πi

∫
|z|=5

cos z

z2
dz =?

∫
|z|=3

ez

(z + πi)8
dz =?

5. A p(z) polinom gyökei közül k darab az |z| < r kör belsejébe esik, a többi gyök a körön ḱıvül van.
Legyen γ(t) = p(reit) (0 ≤ t ≤ 2π).

(a) Hogyan számı́thatjuk ki az
∫

γ
dz
z

integrált helyetteśıtéses integrálással?

(b) Mi a γ görbe 0-ra vonatkozó indexe? (Seǵıtség: bontsuk parciális törtekre az p′(z)/p(z) függvényt.)

6. Legyen D egyszeresen összefüggő tartomány, ami nem tartalmazza a 0-t.
(a) Bizonýıtsuk be, hogy az 1/z függvénynek létezik primit́ıv függvénye D-n.
(b) Bizonýıtsuk be, hogy ha a D tartományon g′(z) = 1/z, akkor ze−g(z) konstans.
(c) Bizonýıtsuk be, hogy log z értelmezhető regulárisan a D tartományon.

7. Legyen a komplex szám. ∫ ∞

−∞

e−x2/2 · eiax dx =?

Avagy, mi a haranggörbe Fourier-transzformáltja?
(Seǵıtség: alaḱıtsuk a kitevőt teljes négyzetté, és a valós egyenesen történő integrálást cseréljük ki egy másik integrálra.)

Házi feladatok

8.
∫

|z|=1

Im z · Re dz =?

∫

|z|=1

z · | dz| =?

∫

[1,i]

|z|2 dz =?

9. Legyen a és r is pozit́ıv valós szám.

1

2πi

∫

|z|=r

az dz =?
1

2πi

∫

|z|=r

az

z + 1
dz =?

1

2πi

∫

|z|=r

az

(z + 2)2
dz =?

10. Legyen D egyszeresen összefüggő tartomány, f(z) reguláris D-n, és f 6= 0.
(a) Bizonýıtsuk be, hogy az f ′/f függvénynek létezik primit́ıv függvénye D-n.
(b) Bizonýıtsuk be, hogy ha a D tartományon g′ = f ′/f , akkor f(z)e−g(z) konstans.
(c) Bizonýıtsuk be, hogy log f értelmezhető regulárisan a D tartományon.

11. A p(z) legalább másodfokú polinom gyökei az |z| < ̺ kör belsejébe esnek. Legyen tetszőleges R > |̺|
esetén

I(R) =

∫
|z|=R

dz

p(z)
.

Igazold, hogy (a) lim
R→∞

I(R) = O(1/R); (b) I(R) értéke állandó; (c) I(R) = 0.
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