
Komplex függvénytan gyakorlat, 2009. október 1. 825 − 955

1. Fejtsd hatványsorba az 1/z függvényt az i körül, és számold ki a konvergenciasugarat.

2. Fejtsd hatványsorba az 1/(z2 − 1) függvényt a −2i körül, és számold ki a konvergenciasugarat.

3. Hol differenciálható a log(1 + z) függvény főértéke? Mik a Taylor-együtthatói a 0 pontban? Mekkora a
konvergenciasugár?

4. Legyen f(z) =
1

1 − z
=

∞
∑

n=0

zn. Ellenőrizzük az együtthatóformulát az |z| = 1

2
körön: cseréljük ki a kört

egy nagy, R sugarú körre (közben alkalmazzuk a Cauchy-formulát az 1 pontban), és nézzük meg, hogy mi
történik, ha R → ∞.

5. Ha f(z) az az egészfüggvény, amire f

(

1

n2

)

= cos
1

n
, akkor mennyi f(−1)?

6. Mutass olyan nem azonosan 0 függvényt, ami reguláris az egységkör belsejében, és ott végtelen sok
gyöke van. Miért nem mond ez ellent az unicitás-tételnek?

7. Igazold, hogy ha az f egészfüggvény a valós és a képzetes tengelyen is csak valós értékeket vesz fel,
akkor páros függvény.

8. Az f függvény reguláris az 1 − ε < |z| < 1 + ε körgyűrűn, és f értéke az egységkörvonal végtelen sok
pontjában valós. Bizonýıtsd be, hogy f a teljes körvonalon valós.

Házi feladatok

9. Fejtsd hatványsorba az
z2 + i

z2 + z
függvényt az i körül.

10. Fejtsd Taylor-sorba az (1 + x)c = exp
(

c · log(1 + z)
)

függvényt a 0 körül.

11. Az f függvény reguláris az 1 < |z| < 2 tartományon, és az [1, 2] szakaszon csak valós értékeket vesz
fel. Mutasd meg, hogy a [−1,−2] szakaszon is csak valós értékei vannak.

12. Bizonýıtsd be, hogy ha egy függvény reguláris az |z| < 1+ε körlapon és nem konstans, akkor az |z| = 1
körvonalnak csak véges sok pontjában lehet tisztán valós az értéke.

13. ,,Az a0, a1, . . . , sorozatban a0 = −1, és tetszőleges n ≥ 1-re
n

∑

k=0

ak

n − k + 1
= 0. Igazoljuk, hogy n ≥ 1

esetén an > 0.” (IMO Shortlist, 2006/A2)
Oldjuk meg a feladatot komplex függvénytani eszközökkel; mutassuk meg, hogy

an =

∫

∞

1

dx

xn(π2 + log2(x − 1))
.
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