Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2009. oktéber 1. 82° — 9%

1. Fejtsd hatvanysorba az 1/z fiiggvényt az i koriil, és szdmold ki a konvergenciasugarat.
2. Fejtsd hatvadnysorba az 1/(2% — 1) fiiggvényt a —2i koriil, és szamold ki a konvergenciasugarat.

3. Hol differencidlhaté a log(1 + z) fiiggvény féértéke? Mik a Taylor-egyiitthatdi a 0 pontban? Mekkora a
konvergenciasugar?

1 [e.e]
4. Legyen f(z) = 1 = Z 2". Ellenérizziik az egylitthat6formuldt az |z| = % koron: cseréljiik ki a kort
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egy nagy, R sugari korre (kozben alkalmazzuk a Cauchy-formuldt az 1 pontban), és nézziik meg, hogy mi
torténik, ha R — oo.
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5. Ha f(z) az az egészfiiggvény, amire f (—2) = cos —, akkor mennyi f(—1)7
n n

6. Mutass olyan nem azonosan 0 fliggvényt, ami regularis az egységkor belsejében, és ott végtelen sok
gyoke van. Miért nem mond ez ellent az unicitas-tételnek?

7. Igazold, hogy ha az f egészfiiggvény a valds és a képzetes tengelyen is csak valds értékeket vesz fel,
akkor paros fiiggvény.

8. Az f figgvény regularis az 1 — e < |z| < 1 + & korgyliriin, és f értéke az egységkorvonal végtelen sok
pontjaban valds. Bizonyitsd be, hogy f a teljes korvonalon valos.

Hazi feladatok
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9. Fejtsd hatvanysorba az fliggvényt az ¢ kortl.
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10. Fejtsd Taylor-sorba az (1 + z)° = exp (c - log(1 + z)) fiiggvényt a 0 koriil.

11. Az f fliggvény reguldris az 1 < |z| < 2 tartomdanyon, és az [1,2] szakaszon csak valds értékeket vesz
fel. Mutasd meg, hogy a [—1, —2] szakaszon is csak valds értékei vannak.

12. Bizonyitsd be, hogy ha egy fiiggvény reguldris az |z| < 14 ¢ korlapon és nem konstans, akkor az |z| = 1
korvonalnak csak véges sok pontjaban lehet tisztan valds az értéke.
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13. ,,Az ag,aq,. .., sorozatban ay = —1, és tetszdleges n > 1-re Z b = 0. Igazoljuk, hogy n > 1
k=0

—n—k+1
esetén a, > 0.” (IMO Shortlist, 2006/A2)
Oldjuk meg a feladatot komplex fliggvénytani eszkozokkel; mutassuk meg, hogy
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