Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2009. oktéber 8.

1. Milyen alaku lehet egy infinitezimalisan kicsi haromlabu pok 6sképe egy nem konstans regularis fliggvény
szerint, ha a ldbai éppen olyan hossziak, mint a (kor alakid) testének atméréje?

2. A maximume-elv felhasznalaval bizonyitsuk be, hogy ha egy fiiggvény reguldris és nem konstans egy nyilt
halmazon, akkor a valds és a képzetes részének nincs lokélis széls6értéke.

3. Az egyiitthatobecslés segitségével igazoljuk, hogy ha f(z) = > a,z" az egész sikon konvergens és
n=0

£ (2)] < €I, akkor |a,| < (%)"

4. A Liouville-tételbél vezessiik le, hogy ha egy egészfliggvény a sikot az egységkor kiilsejébe képezi, akkor
konstans.

5. Fejtsiik Laurent-sorba az f(z) = fiiggvényt az 1 < |z| < 2 tartomanyon. Szamitsuk ki

.
(z—=1)(z—2)

az egyltthatékat az egytitthatéformulabdl is.

6. Az f fiiggvény akdrhanyszor integralhaté a 1 < |z| < 2 gy(irtin. Igazoljuk, hogy analitikusan folytathaté
a teljes |z| < 2 korlapra.

7. Az f fiiggvény reguldris az |z| < 1 + ¢ korlemezen. Legyen A = Inax |f(e")] és B = max | f(e™)].
Bizonyitsd be, hogy |f(0)] < VAB.

Hazi feladatok

8. Bizonyitsuk be, hogy egy nem konstans egészfliiggvény valds része nem lehet korldtos sem alulrél, sem
feliilrol.

9. Tgazoljuk, hogy ha f kétszeresen periodikus egész fiiggvény (azaz f(z+a) = f(2), f(z+b) = f(z) és az
a, b periédusok nem egy kozos ¢ periddus egész szamu tobbszorosei), akkor f konstans.

10. Fejtsd Laurent-sorba az fiiggvényt a 0 < |z| < 1 és a 2 < |z| tartoményokon.

1
(z—1)(z—2)
11. Legyen f(z) legyen értelmezve és folytonos a {|z| < 1} \ {1} halmazon, reguldris a belsejében, és
1f(2)] <1 (|]z| =1, 2z #1). Igaz-e, hogy ekkor |f(2)| <1 (|z] < 1)?

12. Milyen a pozitiv valés szdmokra igaz, hogy ha f(z) egészfiggvény, f(z + 1) = f(2), és f(z)e
korlatos, akkor f konstans?
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