Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2009. november 12.
1. Milyen geometriai jelentése van annak, ha a kettésviszony tisztan valos?

2. Tekintsiik a kovetkez6 tartomanyokat:
1
Rez>—§; |z — 1] < 1; |z — 2| < 3.

frjunk fel olyan a linedris tort fiiggvényeket (mind a hat esetben), amik ezeket egymasnak megfeleltetik.

3. Adott a komplex sikon egy K korvonal, rajta kiviil egy p pont. Bizonyitsd be, hogy ha f olyan linearis
tort fliggvény, amire f(K) = K és f(p) = p, akkor |f'(p)| = 1.

4. Hatdrozd meg az Imz > 0 félsik Osszes konform automorfizmuséat! (Az Osszes, a félsikot onmagédra
képez6 konform leképezést.)

5. Egy (a) linedris tort; (b) raciondlis tort fliggvény az egységkorvonalat onmagara képezi. Hogyan helyez-
kedhetnek el a gyokei és a pdélusai?

6. Az f fiiggvény regularis az |z| < 1 4 € kdrlapon véges sok polus kivételével, és f(0) = 1. A fliggvény
gyokei és pélusai az egységkor belsejében o1, 09, ..., 0, illetve p1,pa, ..., Py (minden gyokot és polust
annyiszor sorolunk fel, amennyi a multiplicitdsa, illetve rendje). Igazoljuk, hogy
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(Ha egyaltaldn nincs gyok vagy pélus, akkor a megfelel§ szorzat értéke 1.)

7. (a) Legyen Dy ={z: r < |z| < R} és Dy = {z: |z| < R}, ahol 0 < r < R val6s szdmok;
(b) Legyen D; az dbrén a kiils6, sotétebben satirozott tartomany, Do pedig a kiils6 és a belsé rész
egyltt.
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Bizonyitsd be, hogy tetszoleges f : D; — C regularis fiiggvényre a kovetkezo allitasok ekvivalensek:

(1) f analitikusan folytathaté Ds-re;
(2) f-nek létezik akdrhdnyszoros primitiv fliggvénye;
(3) Barmely g : Dy — C regularis fliggvényre az fg fliggvénynek létezik primitiv fliggvénye D;-en.

Hazi feladatok

1
8. A fiiggvény 0-, co- és 1-beli értéke alapjan mutasd meg, hogy Re i

<0, ha |z] < 1.
z—1
9. Legyen D egyszeresen Osszefiiggo tartomany, p € D, és f : D — D olyan regularis fiiggvény, amire
f(p) = p. Igazoljuk, hogy |f'(p)| < 1.

10. Mik azok az |z| < 1+ ¢ korlapon meromorf f fiiggvények, amikre |z| = 1 esetén |f(z)| = 17

11. Az f(z) figgvény reguldris a nyilt egységkorlapon, és |f(z)] < 1. A fiiggvény gyokei wy, ws,. .. (lehet
végelen sok is). Bizonyitsd be, hogy

7)1 < TT sl

12. A g(z) fiiggvény reguldris az egységkorben, g(0) = 0, és az egységkorben Reg(z) > —3. Mutassuk
meg, hogy
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