Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2009. november 19.

1. Legyen D, és Dy az 7, és 7y egyszerii zart gorbék belseje, f : D; — C reguldris D-en és folytonos
a hataran. Tegyiik fel tovabba, hogy a v, gorbének minden pontjat az f pontosan egyszer veszi fel a v,
gorbén.

(a) Igazoljuk, hogy v, és f oy, azonos koriiljasu.

(b) Igazoljuk, hogy f konform megfeleltetés Dy és Dy kozott.

2. Legyen D = {z: |2| <1, Rez < 3}. Trd fel azt a ¢ konform leképezést, ami D-t a felss félsikra képezi

tgy, hogy ¢(1) = 00, (& — Bi) = +1 és (L + Li) = 1.

3. Az f fluggvény reguldris az r < |z| < 1 korgytriin, folytonos az egységkorvonalon, és (a) a korvonalon
valds; (b) a korvonalon |f| = 1. Igaz-e, hogy a fiiggvény analitikusan folytathaté az r < |z| < * gyfirfire?

4. Bizonyitsd be, hogy az r < |z| < Ry és 1y < |z] < Ry gytiriik akkor és csak akkor konform ekvivalensek,
Ri R

ha — = —.
1 T2

5. Igazoljuk, hogy létezik olyan, az egységkorben regularis, nem konstans fiiggvény, aminek gyokei a

korvonal minden pontjidhoz torlédnak. (Hasznaljuk linedris tortek szorzatat és a Vitali-Montel tételt.)

6. A Poincaré féle kormodellben a ”sik” az egységkor belseje, az "egyenesek” az egységkort merolegesen
metsz6 korivek, a ”szogek” a szogek, az "egyenesekre” vald "tikrozés” az inverzid, az U,V végl "egyene-
seken” fekvé X, Y pontok tavolsaga ‘ log(U,V, X, Y)}

Bontsuk fel a kormodelt olyan egybevagd ”haromszogekre”, amelyeknek két 45 és egy 60 fokos szoge
van, és szinezziik ezeket felvéltva feketére és fehérre. (Ld. M. C. Escher: Cirlce Limit IV; Heaven and
Hell). Létezik-e olyan, az egységkorben meromorf fiigvény, aminek minden fekete haromszégben (6rdog)
pontosan egy gyoke van és nincs pélusa, tovabba minden fehér haromszoghen (angyal) pontosan egy pélusa
van és nincs gyoke?

Hazi feladatok

7. Egy fliggvény regularis az egységkorben, a korvonalon folytonos és valés. Bizonyitsd be, hogy a fliggvény
konstans.

8. Az f fliggvény az egységkort az egységkor belsejébe képezi. A Schwarz-lemma segitségével adjunk
becslést a derivaltjara. (Kompondljuk linedris tort fiiggvényekkel.)

9. Legyen 0 < a < 1, és legyen a D tartomany az egységkorlemez és az (a,1/a) 4tméréji kor kiilonbsége.

(a) [rd fel azt az f konform leképezést, ami D-t a Re z > 1 félstkba viszi dgy, hogy f (a) =00, f(—1)=1
és Re f(0) = 2.

(b) Igazold, hogy f kiterjeszthet6 az egész sikon meromorf fliggvénnyé.

(c) Hol veszi még fel a (kiterjesztett) fiiggvény a 2 értéket?

10. Igaz-e a Caratheodory tétel megfeleléje olyan tartoméany esetén, ami nem egyszeresen Osszefiiggo,
hanem véges sok egyszerti Jordan-gorbe hatarolja?
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