
Komplex függvénytan gyakorlat, 2009. november 19.

1. Legyen D1 és D2 az γ1 és γ2 egyszerű zárt görbék belseje, f : D1 → C reguláris D1-en és folytonos
a határán. Tegyük fel továbbá, hogy a γ2 görbének minden pontját az f pontosan egyszer veszi fel a γ1

görbén.
(a) Igazoljuk, hogy γ1 és f ◦ γ1 azonos körüljású.
(b) Igazoljuk, hogy f konform megfeleltetés D1 és D2 között.

2. Legyen D = {z : |z| < 1, Re z < 1
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3. Az f függvény reguláris az r < |z| < 1 körgyűrűn, folytonos az egységkörvonalon, és (a) a körvonalon
valós; (b) a körvonalon |f | = 1. Igaz-e, hogy a függvény analitikusan folytatható az r < |z| < 1

r
gyűrűre?

4. Bizonýıtsd be, hogy az r1 < |z| < R1 és r2 < |z| < R2 gyűrűk akkor és csak akkor konform ekvivalensek,
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5. Igazoljuk, hogy létezik olyan, az egységkörben reguláris, nem konstans függvény, aminek gyökei a
körvonal minden pontjához torlódnak. (Használjuk lineáris törtek szorzatát és a Vitali-Montel tételt.)

6. A Poincaré féle körmodellben a ”śık” az egységkör belseje, az ”egyenesek” az egységkört merőlegesen
metsző köŕıvek, a ”szögek” a szögek, az ”egyenesekre” való ”tükrözés” az inverzió, az U, V végű ”egyene-
seken” fekvő X, Y pontok távolsága
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Bontsuk fel a körmodelt olyan egybevágó ”háromszögekre”, amelyeknek két 45 és egy 60 fokos szöge

van, és sźınezzük ezeket felváltva feketére és fehérre. (Ld. M. C. Escher: Cirlce Limit IV; Heaven and
Hell). Létezik-e olyan, az egységkörben meromorf fügvény, aminek minden fekete háromszögben (ördög)
pontosan egy gyöke van és nincs pólusa, továbbá minden fehér háromszögben (angyal) pontosan egy pólusa
van és nincs gyöke?

Házi feladatok

7. Egy függvény reguláris az egységkörben, a körvonalon folytonos és valós. Bizonýıtsd be, hogy a függvény
konstans.

8. Az f függvény az egységkört az egységkör belsejébe képezi. A Schwarz-lemma seǵıtségével adjunk
becslést a deriváltjára. (Komponáljuk lineáris tört függvényekkel.)

9. Legyen 0 < a < 1, és legyen a D tartomány az egységkörlemez és az (a, 1/a) átmérőjű kör különbsége.
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(a) Írd fel azt az f konform leképezést, ami D-t a Re z > 1 félśıkba viszi úgy, hogy f(a) = ∞, f(−1) = 1
és Re f(0) = 2.

(b) Igazold, hogy f kiterjeszthető az egész śıkon meromorf függvénnyé.
(c) Hol veszi még fel a (kiterjesztett) függvény a 2 értéket?

10. Igaz-e a Caratheodory tétel megfelelője olyan tartomány esetén, ami nem egyszeresen összefüggő,
hanem véges sok egyszerű Jordan-görbe határolja?
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