Komplex fiiggvénytan ZH, 2009. oktéber 22.
Megoldasok

1. A komplex sik mely pontjaiban differencidhaté a z — Rez — Im z + i|z|? fiiggvény?

Megoldas. Az (z,y) — (z —y, 2% + y?) fliggvény valds értelemben differencidhaté, mert polinom. A
komplex differencidhatosag ezért ekvivalens azzal, hogy teljesiilnek a Cauchy-Riemann egyenletek:
Di(z —y) = Dy(a® +y°); Doz —y) = =Di(2” +y?)
1=2y; —1=-2z
(z,y) = (1/2,1/2).
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A figgvény tehdt csak az 3 + 5@ pontban differenciahaté.

2. Legyen 7 az Im 2z = (Re z)? parabola azon ive, aminek kezdépontja —1 + i, végpontja pedig 1 + i.

/\z|2@ =7
v

Megoldds. A parabolafv egy paraméterezése: () =t +it?, t € [—1,1].

/V\le@zf_} )3yt = /_ll(t2+t4)(1—2it)dt:
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Megoldas. Az f(z) = &73)2 fiiggvény reguléris az |z| < 3 halmazon. A derivéltra vonatkozé Cauchy-
z
formula szerint
i- f(Z)Zdz:f’(l):<3 log32_ 3 3) _ 3log3 i
21 Jjy= (2 — 1) (z+3) (z+3)3/ ., 16 32
Tehat
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4. Fejtsd Laurent-sorba a ] fliggvényt az 1 4 2¢ koril dgy, hogy eldallitsa a fliggvényt a 0 egy
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kornyezetében. Mi az a legbovebb tartomany, ahol a Lauent-sor elééllitja a fliggvényt?

Megoldas. Azt a Laurent-sort kell felirnunk, ami a 2 < |z — 1 — 24| > 2/2 korgyfirtin &llitja el a
fiiggvényt. Mivel a fiiggvénynek az 1-ben és a (—3)-ban pdlusa van, ez a leghb6vebb tartomany.
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5. Mutass példat (képletet) konform megfeleltetésre a Dy ={z: |Imz| <1} és a

Dy = Dy \ (—0o0, 0] tartoményok kozott.

D, Do
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Megoldés. Ilyen megfeleltetés példaul a z — —log (™ 4 1).
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6. Az [ egészfiiggvényre arg f(1/n) = 12 (mod 27), han =1,2,.... Mi lehet arg f(2)?
n

Megoldas. Tekintsiik a g(z) = f(z)e ™ egészfiiggvényt. Az (1/n) sorozat mentén g értéke tisztén valds.
A h(2) = (%) fiiggvény is egészfiiggvény, és h(1/n) = g(1/n). Az unicitds-tétel szerint tehat h = g. Valds
helyeken g(z) = h(z) = ¢(Z) = g(z), vagyis val6s helyeken g(x) is tisztdn valés. Specidlisan g(2) = f(2) is
valos.
Ezek utan harom eset marad:
£(2) > 0, ilyen példaul az fi(z) = €™ fiiggvény;
f(2) <0, ilyen példaul az fo(z) = ™’ (2 — ) fuggvény;
£(2) = 0, ilyen példaul az f3(z) = €™ (2 — z) figgvény.
Tehét arg f(2) a m-nek tobbszorose, vagy pedig nem létezik.
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7. Bizonyitsd be, hogy ha az f fiiggvénynek lényeges szingularitasa van a zg pontban, akkor f a 2z, pont
barmely pontozott kérnyezetében felvesz legfeljebb 1 abszolut értékii valds értéket. (A Picard-tételt ne
hasznéld.)

Megoldés. Tételezziik fel, hogy az zy egy U pontozott kornyezetében mégsem vesz fel a fiiggvény [—1,1]-

beli értéket. Legyen
1 .
9(2) = ——F———=  (z€U),

1
L+ /5 +1

ahol a /~ a négyzetgyokfiiggvény foértéke.
Az U halmazon az % + 1 fiiggvény nem vesz fel nempozitiv valos értéket, ezért a /ﬁ + 1 fiiggvény

valéban értelmes, reguldris, és értékei a jobb félstkba esnek. Végiil g(z) is létezik U-n, és |g(z)| < 1.

A g fiiggvény korldtos a U halmazon; ebbél kovetkezik, hogy a zo pontban megszintethetd szingularitdsa
van.

Ha g-nek k-szoros gyoke van zg-ban (lehet & = 0 is), akkor az

fiiggvénynek ugyanott 2k-adrendii pélusa van (k = 0 esetén megsziinthet6 szingularitdsa).



