Komplex fiiggvénytan ZH, 2009. december 3.
Megoldasok

1. Hdny gyoke van a cos z = 22° egyenletnek az eqységkorben?

Megoldds. A Rouché-tételt alkalmazzuk. Megmutatjuk, hogy a kérvonalon 223 > | cos z|.

Mivel €* és e szorzata 1, valamelyik abszolit értéke legfeljebb 1. Mivel Re(iz) < 1, azt is tudjuk,
hogy || < e. Ezért
eiz + 6—iz

2

A Rouché-tétel szerint a kor belsejében a 223 —cos z fliggvénynek (multiplicitdssal szamolva) ugyanannyi
gyoke van, mint a 22° fiiggvénynek, vagis 3.
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< 2=122%.
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Megjegzés. Nem nehéz ellendrizni, hogy a 223 — cos z fiiggvénynek egy egyszeres valds gyoke van, a méasik
két gyok egymas konjugéltja. A harom gyok tehat kiilonb6zo.
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(A végeredményben ne legyenek komplex szamok!)

1. megoldas. Legyen r > 2 és v = 7, + 72+ 73 a baloldali dbrén lathaté gorbe. Az fliggvénynek

2T+ 1

elsérend{i pélusa van az e™/7 pontban, és itt a reziduuma
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A reziduumtétel szerint
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2. megoldas. Legyen 0 < r < 1 < R, és integraljuk a ;) & 21 fliggvényt a jobboldali abran lathato ~
z

gorbén. Az log z argumentumat 0 és 2r kozott valasztuk.

1 log 2z 1 R logx Rlogx + 2mi 1 log R
o dz = — dp— [ 8L log - _
i |t = o ([ e [ ) vo (o) o (%

R Jogx 1 log R
——/T po dx+0<rlog;)+0< 70 )

Az integrandusnak az e**V7™/T alaki (k= 0,1,...,6) helyeken van pélusa, és
logz — (2k+)mi/7T 2k + )T _gopi1ymis7
Z:e(2k$§)wi/7 2741 7eb@k+Dmi/T 49 € ’

Mivel a kiszamolhandé integral tisztan valds, elég a valds részt kiszamolni:

6
C_dr log 2 (2k + )m 6@k +1)mi/T
/0 7+ 1 T Z Re (Z:e(gﬁimﬁ 27+ 1) Z Re ( =
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——Z Sin = sin — + —sin — + — sin —.
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Megjegzés. Mivel a hetedik egységgyokok osszege 0,

6 . 6 .
Z (2k + 1)7T7'€—6(2k+1)7ri/7 _ Z (2k — )i ¢~ 6C@k+1)mi/T,

pare 49 por 49
és az integral képzetes része valoban kiesik.
log 2z log z — i
Egy masik lehetoség, hogy nem a ————, hanem a ——— filiggvényt integréljuk.
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(A végeredményben ne legyenek komplex szamok!)
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Megoldas. Ahogy a gyakorlaton tanultuk, a oOsszes reziduumainak 6sszege 0. A fliggvénynek

224241
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az egész helyeken kiviil egyszeres polusa van a —5 + 71 pontokban;
o metg(rz) 1
=keZ 22+ 2+1 K24+ Ek+1
és
mi(—14+/34)
i€ +1
1. V3
R ﬂctg(wz) Tctg (W( —3 TZ)) Vo130 _ 1_ 7 ejF‘[7r +1 o« eVim — 1
es = = A
Tehat,

- 1 B metg(mz)
kzzok:2+k+1 Zk2+k+1 szz2—|—z—|—1

Vir _q
( Res <+ Res ):l-e?’i.
__ . 3.



4. Legyen D = {z: Rez > 0}. Igazold, hogy tetszéleges f : D — D reguldris fiigguényre

Re f(2)
Rez

1F'(2)] <

1. megoldas. Rogzitsiik a z = a + bi szdmot, és legyen f(z) = ¢ + di.

+bi; ez az a linearis tort fiiggvény, ami az egységkorlemezt a jobb félsikra képezi

2
gy, hogy g(—1) = bi, g(0) = a + bi és g(1) = co. Konnyen ellendrizhetd, hogy ¢'(w) = ﬁ és gy
—w

g'(0) = 2a.

1
Legyen g(w) = ay v

w—di .
w=a ] —c—d
Hasonléan, legyen h(w) = W = H; ez a linedris tort fiiggvény a jobb félsikot az
egységkorlemezre képezi gy, hogy h(di) = —1, h(c+ di) = 0 és h(oco) = 1. Szintén kénnyen ellendrizhetd,
2c
hogy h' — s W(c+ di
Alkalmazzuk a Schwarz lemmét a h o f o g fiiggvényre. Ez az egységkorlemezt onmagara képezi, és a

0 képe a 0. A Schwarz-lemma szerint tehat

(ho fog)(0)] <1

W (c+di)| - |f'(a+bi)|-|g(0)] <1
(s (a+ bi 1 :E:Ref(z)
()] = }f +bi)] < W ( c+dz)} lg'(0)| a Rez

flaz +bi) —di

2. megoldas. Tekintsiik a g(w) = fliggvényt. FEz regularis D — D fiiggvény, és
g(1) = 1. A gyakorlaton tanultak szerint tehat |¢'(1)] < 1.

Mivel ¢'(1) = %f’(a + bi),

_Ref(z)

c
a Rez
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5. Legyen D = {z: Rez > —1, |2| > 1}.
(a) ird fel azt a ¢ konform leképezést, ami D-t megfelelteti az egységkiornek dgy, hogy ¢(—3 + V3i) =,

p(—3 — %) = —i és p(o0) = 1.
(b) Igazold, hogy ¢ Fkiterjeszthetd az egész sikon meromorf fliggvénnyé.

(¢) Hany pélusa van a kiterjesztett p-nek? Mi a rendje ezeknek a pdlusoknak?

Megoldas. (a) Az egységkorvonal és a Rez = —% egyenes a —% + @Z pontokban metszik egymast, és a
két metszéspontban 60°-os szoget zarnak be.
e ﬁi
A keresett leképezést hdrom fiiggvény kompozicidjaként allitjuk el6. Az fi(z) = 37\/_ fliggvény
245+ 7@

a tartomanyt egy 60°-os szogtartomanyba viszi, amelynek csticsa fl(—% —l—?z) = 0, tovabba fl(—§ — @Z) =
o0 és fi(oco) = 1. Az 1 pont a szogtartomany hatarara esik, tehét a szog egyik szara a valds tengely pozitiv
irdanya. A oo, 1,0 pontok pozitiv iranyitas szerint kovetkeznek a hatdron, ezért a szogtartomany a valds
tengely alatt van, és a masik szogszar a —60° iranyu félegyenes.



Az fo(2) = 23 a szogtartomdnyt az alsé félsikba viszi gy, hogy fo(0) = 0, fo(1) =1 és fa(00) = cc.
i1
Az f3(z) = & fiiggvény az alsé félsikot az egységkorbe viszi, f3(0) =1, f3(1) =1 és f3(o0) = —i.
z—1

Tehat
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(b) Rajzoljuk meg az |z + 1| = 1 kort is. A két kor és a Rez = —3 egyenes pdronként 60°-os szoget zar
be egymassal, és koziiliik barmelyik kettd szimmetrikus a harmadikra. A két kor és az egyenes a sikot
Osszesen 6 tartomanyra osztja. A hat tartomanyt sorban tiikrozve, a fiiggvényt mindegyikre folytathatjuk.
Azt allitjuk, hogy a hat titkkrozés egymas utanja az identitas. Mivel minden tiikrozés egy-egy linedris tort
konjugéltja, a hat tikrozés egymds utanja egy linearis tort, és elég azt ellendrizniink, hogy harom pont
helyben marad. A —% fz pontokra ez trividlis, mert ezek minden tiikrozésnél helyben maradnak. Egy
harmadik pont lehet peldaul a 0o; ennek tiikorképe az egységkorre a 0, ennek tiikkorképe az egyenesre a
—1, ennek tiikorképe a masik korre a oo.

@ e ....@% = %6

Ha zy € D egy tetszOleges pont, amelynek tiikorképei rendre zy, ..., 25, 26 = 2o, akkor a kiterjesztett

fiiggvény értékei ezeken p(29) = @(z4) = w(20), illetve p(21) = @(z3) = p(25) =

©(z0)
(c) Mivel ¢ konform leképezés D-r6l az egységkorre, ¢ a D-nek egy pontjdban veszi fel a 0-t, és a derivéltja
sehol sem 0. A fliggvénynek tehat egyetlen, egyszeres gyoke van D-ben, polusa nincs. A tiikrozés miatt a
gyok masodik és negyedik tiikorképe is egyszeres gyok, az els6, harmadik és 6todik tiikorképekben pedig
elsérendit pélus van.

Tehat 0sszesen harom polusa van a kiterjesztett ¢-nek, mindharom poélus elsérendii.

Megjegyzések. 1. Az (1) képlet kozvetleniil megadja a kiterjesztést. Azt is leolvashatjuk, hogy hérom
elsérendii polus van.

2. A pélusok akér a megoldashbél, akéar az (1) képletbdl kiszamithatok: —2 — /3, 1 — /3 és _1%‘&




6. Igazold, hogy tetszoleges a komplex szamra

1 [ , logla| hala| >1
— log |e" + a| dt = ’
27r/0 2l | {0 ha |a| < 1.

1. megoldas. Ha |a| > 1, akkor a f(z) = log(z + a) fiiggvény reguldrisan értelmezhetd a |z| < |a]
korlapon. A kozépérték-tulajdonsag szerint

1 27 ]

- [ fleM)dt = f(0),

21 Jo

tehét
1 2 y 1 2 y
gfo log‘eZ —i—a‘dt:%/() (Relog(el +a))dt:

1 2T )
Re (2_/ log (¢ + a) dt) = Relog(0 + a) = log|al.
0

™

Ha |a| < 1, akkor a kozépérték-tulajdonsagot a g(z) = log(1 — az) fiiggvényre alkalmazzuk. Mivel a
1—az

Z fliggvény az egységkoron egységnyi abszolit értéki,

2

1 2 ] 1 2 ) 1—a it 1 )
— log‘e“jLa}dt:—/ log |(e" +a) - — 9 lat=— log‘l—ﬁe“‘dt:loglz().
2m Jo 2r Jo et —a 2r Jo
Az |a| = 1 esetet hataratmenettel kaphatjuk meg.
2. megoldas. Eloszor feltessziik, hogy |a| # 1.
Felhasznéljuk, hogy
n—1
H (Z + 627rik/n) — (_l)n
k=0
Az integalt Osszeggel kozelitve,
1 2w 1 n—1 n—1 1/"
o 0 log ‘eit_'_a‘ dt = ,}E‘;ogzlog ‘€2m‘k/n_'_a‘ _ ,}L‘Eolog H (627rik/n —|—a) _ ,}ij‘;olog ‘an_(_lyl‘l/n'
k=0 k=0
Ha [a| < 1, akkor a" — 0 és |a" — (—1)"‘”” — 1; ha pedig |a| > 1, akkor |a™ — (—1)"‘”" — |al.

Az |a| = 1 esetet hataratmenettel vagy tovabbi tigyeskedéssel kapjuk meg.

7. Az [ fligguény a nyilt eqységkort onmagdra képezi gy, hogy a hatdrra folytonosan kiterjeszthetd, és —
multiplicitassal szdmolva — minden értéket kétszer vesz fel. Bizonyitsd be, hogy a fligguény derivdltjanak
pontosan eqy gyoke van.



