Matematika problémamegoldé szeminarium, 2007. februar 26.

1. Legyen V egy konvex n-szog.

(a) Bizonyitsuk be, hogy ha n oszthaté 3-mal, akkor V' (n—3 atlé behizéasaval) haromszogekre bonthaté
ugy, hogy minden cstics paratlan sok haromszoghoz tartozzon.

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha n nem oszthaté 3-mal, akkor V' haromszogekre bonthaté tigy, hogy pontosan
két csucs tartozzon paros szamu haromszoghoz.

2. Keressiik meg az osszes olyan f : R — R fiiggvényt, amire igaz, hogy ha a < b, akkor f([a,b]) egy
b — a hosszusagu zart intervallum.

3. Legyen z € (0, 7). Melyik nagyobb, tan(sin ) vagy sin(tanz)?
4. Elsall-e az 22 fiiggvény harom periodikus fiiggvény osszegeként?

5. Mutassuk meg, hogy létezik végtelen sok, relativ prim pozitiv egészekbdl all6 (m, n) szampar, amire az
(x+m)® =nx

egyenletnek harom kiilonbo6z6 egész gyoke van.

6. Legyen A;, B;, S; (i = 1,2, 3) invertalhatd, valés 2 x 2-es matrixok, amikre
(1) nincs az 6sszes A;-nek kozos sajatvektora;
(2) A; = S;'B;S; minden i = 1,2, 3-ra;
10
(3) A1A2A3 = BlBng = (O 1/
Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan S invertdlhatd, valés 2 x 2-es matrix, amire A; = S~'B;S minden
1 =1,2,3ra.

7. Igazoljuk, hogy végtelen sok n pozitiv egészhez létezik olyan n-edfoki, egész egylitthatds polinom,
aminek n kiilénb6zé gyoke van a (0, 1) intervallumban és f6 egyiitthatéjanak abszolut értéke kisebb, mint
3m.

8. (Angolul, irdsban beadhatd) Let vy be the zero vector in R™ and let vy, vs, ..., v,+1 € R™ be such that

the Euclidean norm |v; — v;| is rational for every 0 <4,j <n+1. Prove that vy,...,v,4; are linearly
dependent over the rationals.



