
Matematika problémamegoldó szeminárium, 2007. február 26.

1. Legyen V egy konvex n-szög.
(a) Bizonýıtsuk be, hogy ha n osztható 3-mal, akkor V (n−3 átló behúzásával) háromszögekre bontható

úgy, hogy minden csúcs páratlan sok háromszöghöz tartozzon.
(b) Bizonýıtsuk be, hogy ha n nem osztható 3-mal, akkor V háromszögekre bontható úgy, hogy pontosan

két csúcs tartozzon páros számú háromszöghöz.

2. Keressük meg az összes olyan f : R −→ R függvényt, amire igaz, hogy ha a < b, akkor f
(

[a, b]
)

egy
b − a hosszúságú zárt intervallum.

3. Legyen x ∈ (0, π

2
). Melyik nagyobb, tan(sin x) vagy sin(tan x)?

4. Előáll-e az x2 függvény három periodikus függvény összegeként?

5. Mutassuk meg, hogy létezik végtelen sok, relat́ıv pŕım pozit́ıv egészekből álló (m, n) számpár, amire az

(x + m)3 = nx

egyenletnek három különböző egész gyöke van.

6. Legyen Ai, Bi, Si (i = 1, 2, 3) invertálható, valós 2 × 2-es mátrixok, amikre
(1) nincs az összes Ai-nek közös sajátvektora;
(2) Ai = S−1

i BiSi minden i = 1, 2, 3-ra;

(3) A1A2A3 = B1B2B3 =

(

1 0
0 1

)

.

Bizonýıtsuk be, hogy létezik olyan S invertálható, valós 2 × 2-es mátrix, amire Ai = S−1BiS minden
i = 1, 2, 3-ra.

7. Igazoljuk, hogy végtelen sok n pozit́ıv egészhez létezik olyan n-edfokú, egész együtthatós polinom,
aminek n különböző gyöke van a (0, 1) intervallumban és fő együtthatójának abszolút értéke kisebb, mint
3n.

8. (Angolul, ı́rásban beadható) Let v0 be the zero vector in R
n and let v1, v2, . . . , vn+1 ∈ R

n be such that
the Euclidean norm |vi − vj| is rational for every 0 ≤ i, j ≤ n + 1. Prove that v1, . . . , vn+1 are linearly
dependent over the rationals.


