Matematika problémamegoldé szeminarium, 2007. marcius 12.

1. Legyen > a, egy divergens sor, amelynek tagjai pozitivak és monoton csokkennek. Igazoljuk, hogy
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2. Az n csucsu teljes graf élei kozil kivalasztjuk néhany teljes paros részgrafjat ugy, hogy mindegyik él
péaratlan sok paros grafban szerepel. Mutassuk meg, hogy a péros grafok szama legaldbb n /2.

3. Egy gémbharomszog oldalai a, b, ¢, szogei «, 3, . Igazoljuk, hogy

acos 3+ bcosa < c.

4. A nemnegativ z,y szdmokra x3 + y* < 2? + y3. Igazoljuk, hogy 23 + y3 < 2.

5. Milyen n pozitiv egészek esetén lehet az n csticsu teljes grafot haromszogekre bontani gy, hogy minden
élt pontosan egyszer hasznalunk fel?

6. [gazoljuk, hogy tetszoleges n nemnegativ egtészre és = valds szamra
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7. Hatérozzuk meg az f : (0,00) — (0, 00) fliggvényt, amire tetszoleges x,y > 0 esetén

T+y 20y \  f(x)+ fly) | 2f(2)f(y)
f< 2 )”(Hy)‘ > @) i)

8. Legyen ag, ay, . .. nemnegativ szamokbdl allé sorozat, amelyre tetszdleges k,m > 1 esetén

Aptm < Qktm+1 T Akl
Tegyiik fel, hogy elég nagy n esetén na, < 0,2499. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan 0 < ¢ < 1 szdm,
amelyre elég nagy n esetén a, < ¢".

9. (Angolul, {rasban beadhaté) Let a, be the coefficient of 2™ in the polynomial (22 + x + 1)". Prove that
a, =1 (mod p?) for all primes p > 3.



