Matematika problémamegoldé szeminarium, 2007. marcius 26.

1. Egy R — R fiiggvényt nevezziink ,erdsen differencialhaténak” az a pontban, ha tetszoleges x, — a,
Yn — A, Tp F# Y, sorozatokra a
f(@n) = f(yn)

Tn — Yn

lim

hatarérték létezik és véges.

Mutassuk meg, hogy ha f differencidlhaté a egy kornyezetében és f’ folytonos a-ban, akkor ott f erésen
differencialhaté.

Igaz-e, hogy ha f differencidlhaté a egy kornyezetében és erdsen differencidlhaté a-ban, akkor f’ foly-
tonos a-ban?

2. Adottak a 0 =27 < 25 < ... < Tg, 11 = 1 valés szamok gy, hogy x;,1 — z; < h minden 1 <14 < 2n-re.
Mutassuk meg, hogy
1—nh u 1+h

5 < - £U2i($2z‘+1 — 3721'71) < 5
1=

3. Adott egy X Banach-téren egy f : X — X leképezés és egy ¢ > 1 valos szam ugy, hogy || f(z) — f(v)|| >
q||z — y|| minden z,y € X-re.

Mutassuk meg, hogy ha X véges dimenzids, akkor f-nek létezik fixpontja.

Igaz-e ugyanez végtelen dimenziés terekben?

4. Legyen A nemiires halmaz és f : A5 — A egy olyan leképezés, amire teljesiil az

fy,v.2,y,y) = f(@,y,2,y,2) = flz,2,y,2,y) ==
azZoNossag.
Az f és a kompozicié miivelet segitségével irjunk fel egy olyan g fliggvényt, amire

g<y7x7xay) :g(x7y7x7y> :g('rax7y7x) = Z.

5. Egy f(x) = ag + a1 + asx + ... + a,2™ polinom palindrom, ha ay = a,,_j minden k-ra. Igazoljuk, hogy
ha egy valds egytlitthatos palindrom polinom egytitthatoi kozott paros sok nemnulla szerepel, akkor 1étezik
egységnyi abszolit értékii (komplex) gyoke.

6. Az X valdszinliségi valtozora 1 valoszintiséggel 0 < a < X < b. Igazoljuk, hogy

b—a
D(X)-D(1/X) < 1ah

7. Az A n X n-es matrix elemei nemnegativ szamok, az Osszegiik n.
(a) Igazoljuk, hogy |det A| < 1.
(b) Mutassuk meg, hogy ha | det A| = 1, akkor A minden sajatértéke egységnyi abszolut értékii.

8. (Angolul, irdsban beadhatd) Let G be a finite group of order n. Show that each element of G is a square
if and only if n is odd.



