Matematika problémamegold6 szeminarium, 2007. majus 7.

1. Legyen p > 3 prim és n = %(4” —1). Igazoljuk, hogy 2™ — 1 oszthaté n-nel.

2. Igazoljuk, hogy ha n darab R — R fiiggvény linearisan fiiggetlen, akkor a derivaltjaik kozott is van
legaldbb n — 1 linedrisan fliggetlen.

3. Legyen f : R® — R" folytonos fiiggvény, amire tetszéleges |z| = 1 esetén z! - f(z) < 0. Igazoljuk, hogy
létezik olyan zo € R", amire |zo| < 1 és f(zq) = 0.

4. Igazoljuk, hogy az exp : M,,(C) — GL,(C) leképezés sziirjektiv.
Igaz-e ugyanez a valés matrixok korében?
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6. Igazoljuk, hogy ha az f : R — R fiiggvény konvex, akkor a g(z,y) = |f(z) + |y — f(z)| fiiggvény is
konvex.

7. Keressiik meg az Osszes ¢ komplex szamot a kovetkezo tulajdonsaggal:
Ha I az n x n-es egységmatrix, u € C*", u # 0, c € C és Q. = I — c-uu*, akkor valamilyen n > 1 egész
szdmra Q7 = Q..

8. Egy R gyiiriiben van legaldbb egy nulloszté, de a (jobb és bal-) nulloszték szdma véges. Igazoljuk, hogy
R véges.

9. Legyen xq > 0 és z,11 = 22 /(€% — 1). Igazoljuk, hogy
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10. Legyen (a,), (b,) valds szdmsorozat, amire »_ |a,| = co. Mutassuk meg, hogy majdnem minden z-re
n=1

Z lan, cos(nz + by)| = oc.
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